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§ 1. Analytisehe DarstelluDg^ der Resultante 

eines Kraftsystems. 

Die Vektoranalysis ist eine mathematische Disziplin, 
die sich in ihrem Aufbau fast so vollkommen an die 
Anschauung anlehnt, wie die Geometrie selbst; sie bildet 
ihre Begriffe und Schlüsse gerade denen der Geometrie 
nach. Inwiefern sie dadurch zu einer knapperen, über- 
sichtlicheren und anschaulicheren Darstellimg aller solcher 
Erfahrungen führt, welche auf den zwei- oder dreidimen- 
sionalen Raum sich beziehen, als die gewöhnliche Ana- 
lysis, will ich in den ersten Paragraphen an einem Beispiel 
zeigen. Dasselbe ist zugleich geeignet, den Unterschied der 
beiden wesentlichen Begriffe in der Yektoranalysis : der 
Skalaren Größe und des Yektors, hervortreteil zu lassen. 

Es mögen an einem freien, starren Körper an 
n Punkten jh - - *Pn ^i® Kräfte P^ . . . P„ angreifen. 
Ein solches System von Kräften läßt sich ersetzeil durch 
eine resultierende Einzelkraft und eine Koppäl, die von 
dem Angriffspunkt der Einzelkraft abhängig ist. Uifi 
Einzelkraft und Koppel zu finden, verfährt man ana- 
lytisch folgendermaßen: 

Es sei ein rechtwinkliges, willkürlich gelegene^, 
aber positives Koordinatensystem x, y, z- zügründ^ 
gelegt, d. h.. ein solches, in welchem,.' von deir positiven 
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X- (oder y- oder x-) Achse aus gesehen, eine Drehung 
der positiven y- (resp. z- oder x-) Eichtung in die 
positive X' (resp. x- oder y-) Richtung entgegen der 
Bewegung des Uhrzeigers oder, wie man sagt, in 
positivem Sinn verläuft. 

Die Lagen der Angriffspunkte seien durch die Ko- 
ordinaten Xi^ ^< , x^ bestimmt, die Kraftrichtungen durch 
die Richtungskosinus ä| , /8^ , /^ . Die Komponenten der 
Kräfte nach den Achsenrichtungen sind dann: 

Wir fügen dem Kraftsystem -X,., 1^., Z,- zwei neue 
Kraftsysteme hinzu, indem wir ini Koordinatenanfangs- 
punkt: 1. Kräfte X/, F/, Z/ angreifen lassen, die den 
gegebenen gleich sind, und 2. solche X^^ Y[\ Zl\ die 
ihnen entgegengesetzt gleich sind, so daß an der Ge- 
samtwirkung nichts geändert wird. Das erste der beiden 
neuen setzen wir nach dem Parallelogramm der Kräfte 
zu der Resultierenden zusammen: 

worin 

jf=^p,«„ Y=2lP,ß,, z^^p.n 

1 1 1 

sind. Dem Zusammenwirken des ursprünglichen 
Kraftsystems mit dem zweiten der beiden neuen ent- 
sprechen 3 n Koppeln. Yon diesen zerlegen wir die 
Koppel: Z,-, Zy mit Hinzunahme der sich aufhebenden, 
an dem Pimkt 0, y,, angreifenden Kräfte: Z/"= Zi 
und Z/'"= —Zi (Fig. 1) in die beiden Komponenten: 
Zi\ zf' und ZP, Zi'". Dieselben suchen den Körper um 
die X- resp. die «/-Achse zu drehen mit den Momenten: 

ZiVi = P,7,y, resp. Z,ir. = P, y,», , 
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Fig. 1. 

erstere im positiven, letztere im negativen Drehungssinn. 
Eine analoge Zerlegung nehmen wir mit den 3 w — 1 
übrigen Koppeln vor. Addieren wir hierauf alle, welche 
sich auf ein und dieselbe Drehungsachse beziehen, so 
gewinnen wir die drei Koppeln um je eine der Koordi- 
natenachsen : 

M 



M=^ (Pi (Xi%i — Pi YiX,) , 



1 

M 



■^'=2?(^•^•'^••-'^'•«••?^)• 
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Nach dem Satze vom Parallelogramm der Koppelmomente 
setzen diese sich zu der resultierenden Koppel: 



zusammen, deren Drehungsachse durch die Kichtimgs- 1 

L M N ' ' 

kosinus -TT ? -TT j "^ bestimmt ist. 1 

K K K 

§ 2. Geometrische Darstellung der Resultante. 

Auf geometrischem Wege findet man resultierende 
Einzelkraft und Koppel ohne die Zerlegung in Kompo- 
nenten durch wiederholte Anwendung der Sätze vom 
Parallelogramm der Kräfte und der Momente. Man 
denkt sich wieder zwei neue Kraftsysteme dem ursprüng- 
lichen P^ ...P^ zugefügt, die dadurch gewonnen werden, 
daß man in einem und demselben Punkt Kräfte P/ . . . P^ 
angreifen läßt, die den gegebenen parallel und gleich, 
und solche Pi . . . P^', die ihnen parallel und entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Das System Pi . . . P^ setzt man 
durch geometrische Addition zu der Resultierenden R 
zusammen : 

(1) R = Pi{+)...{+)p;„ 

WO das Zeichen ( + ) sich auf die geometrische Addition 
bezieht, bei der auch die Richtung der Kraft berück- 
sichtigt werden muß. Die beiden anderen Kraftsysteme 
stellen ein System, von Koppeln dar, deren Momente dem g 
absoluten Betrage nach, d. h. abgesehen vom Richtungs- 
sinn, den Wert haben : 

Pi Vi sin (7^,- r,-) , 

wenn r,- die Entfernung des Angriffspunktes der Kraft Pi 
von dem willkürlich gewählten Angiiffspunkt der resul- 
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tierenden Einzelkraft bedeutet und nach dem Angriffs- 
punkt der letzteren gerichtet ist, und wenn für den 
Winkel (i\^i) immer der Wert gesetzt wird, der Kti 
ist. Die Größe dieser Momente tragen wir als Strecken 
von einem beliebig gewählten Punkt aus parallel der 
Drehungsachse nach der Richtung hin ab, daß die Drehungs- 
richtung der Koppel, von dieser Richtung aus betrachtet^ 
positiv erscheint Diese Strecken addieren wir geometrisch 
in gleicher Weise, wie vorher die Kräfte, und erhalten 
als resultierendeis Koppelmoment: 

K= [P^r^ sin(Piri)] (+)... (+) [P„r„ sin (P„rJ]. 

Diesen Ausdruck können wir in eindeutiger Weise kürzer 
auch so schreiben: 

(2) ir=(Piri)(+)(P,r2)(+).;,(+)(P„r,), 

wenn wir unter (P,r^) eine Strecke verstehen, deren 
absoluter Betrag gleich ist dem Produkt: P,r, sin (P,r,), 
und welche senkrecht zu der Ebene P,, r,- nach der 
Seite der Ebene gerichtet ist, daß der kürzeste Über- 
gang der Richtung P,- in die Richtung r,-," von der Strecke 
(P,r,) aus gesehen, einer positiven Drehung entspricht. 
Die Gleichungen (1) und (2) geben eine symbolische 
Darstellung der geometrischen Konstruktion. Während 
man in der analytischen Darstellung nur Größen gleicher 
Richtung, die Komponenten, addiert, hat man es hier mit 
einer Addition von Gliedern zu tun, welche sich nicht 
allein durch ihre Größe, ihren absoluten Betrag, 
sondern auch diu*ch ilire Richtung voneinander unter- 
scheiden, mit welchen also nur unter Rücksichtnahme 
auf ihre Richtung gerechnet werden darf. Zum Unter- 
schied zu den reinen Zahlen, den skalaren Größen, 
bezeichnet man solche Glieder, welche sich von ihres- 
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gleichen durch Größe und Richtung unterscheiden 
können, als gerichtete Größen oder Vektoren. 
Können nun diese Symbole auch zur Beschreibung anderer 
geometrischer Konstiniktionen oder gar physikalischer 
Erfahrungen benutzt werden imd lassen sich einfeiclie 
analytische Rechnungsregeln für dieselben angeben, die 
nicht für jeden weiteren Schluß eine Übertragung der 
Symbole in die gewöhnliche analytische Schreibweise 
erfordern, so scheinen sie eine brauchbare und infolge 
der Anlehnung an die Geometrie beträchtlich einfachere 
Beschreibung liefern z i können, als die rein algebraisch, 
analytische Ausführung. In der Tat ist man aber im- 
stande gewesen, eine Reihe von Rechnungsregeln ab- 
zuleiten, die den Regeln der gewöhnlichen Analysis mit 
skalaren Größen analog sind. Der Ableitung diesöt* Re- 
geln, welche die notwendige Grundlage der Darstellungs- 
methode durch Yektoren bildet, ist der erste Teil 
dieses Bändchens gewidmet. Zur Übung in der Hand- 
habung der Rechnungsregeln werden im zweiten Teil 
einige Anwendungen aus physikalischen Gebieten be- 
sprochen. Endlich soll im dritten Teil auf eine in 
neuester Zeit begonnene Erweitenmg der Vektorrechnung, 
die Dyadenrechnung, eingegangen werden. 

Als die eigentlichen Begründer der Vektorrechnung sind 
Graßmann und Hamilton zu nennen, die nahezu gleichzeitig 
und ganz unabhängig voneinander den Vektorbegriff in die 
analytische Rechnung einführten, wenn auch in jener Zeit 
(um 1844) Ansätze zu dieser Methode von anderen versucht 
wurden oder schon vorhanden waren, wie in dem bary zentri- 
schen Kalkül von Möbius (1828). Mehr aber als alle anderen 
waren sich jene beiden der Bedeutung der neuen Methode 
bewußt. Die Gesichtspunkte, von denen sie ausgingen, sind 
außerordentlich verschieden, indem Hamilton sich mehr der 
Geometrie anschloß, während Graßmann die Geometrie nur 
dß-zu verwenden wollte, anschauliche Beispiele für seine um- 
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fassender angelegte Theorie zu gewinnen. Seine Sätze sollen 
keine bloße Übertragungen geometrischer Sätze in die abs- 
trakte Sprache sein , sondern durch Erweiterung auf mehr 
als dreidimensionale Gebilde eine allgemeine Bedeutung ge- 
winnen. Man unterscheidet dementsprechend zwei Richtungen 
in der Darstellungsweise der Vektorrechnung, die sich aber 
in den Anwendungen auf die Geometrie oder physikalische 
Beschreibung aufs engste berühren und zum Teil ergänzen. 



L Teil. 
Reclinungsregelii der Vektoranalysis. 

§ 3. Definition des Vektors nnd der 
Skalaren Größe. 

Wir nannten in § 2 die resultierende Einzelkraft, 
sowie das resultierende Koppel moment, die geometrisch 
als gerichtete Strecken abgebildet werden können^ Vek- 
toren. Zur völligen Bestimmung der als erste Beispiele 
angeführten Vektoren sind drei Angaben, entsprechend 
den Komponenten in der analytischen Darstellung, hin- 
reichend und notwendig. Drei solche Angaben sind: 
die Länge des Vektoi's und die durch zwei Winkel gegen 
feste Achsen bestimmte Richtung. Da es also nur auf die 
Größe und Richtung der den Vektor darstellenden Strecke 
ankommen kann, so ist die Darstellung imabhängig von 
der Lage des Anfangspunktes der Strecke. SoU daher 
z. B. die Einzelkraft R mit den Komponenten X, F, Z, 
die im Punkt x, y , z eines durch Achsen festgelegten 
Raumes „^" angreift, in dem dreidimensionalen Bildraum 
„ß'^ durch eine Strecke dargestellt werden, so ist die 
Darstellung insofern auf unendlich vielfache Weise mög- 
lich (die Darstellung also unendlich vieldeutig), als der 
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Anfangspunkt der darstellenden Strecke mit dorn will- 
kürlich gewählten Koordinatenanfangspunkt des Bild- 
raumes „ß" zusammenfallen kann oder nicht. In dem 
Bildraum sind also parallele gleichgerichtete und gleich- 
große Strecken bezüglich ihrer Bedeutung für das dar- 
gestellte Objekt völlig äquivalent. 

Wir setzen daher als Definition des Vektors fest: 

Eine Größe soll Vektor genannt werden, wenn 
die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die 
sie annehmen kann, in umkehrbar eindeutiger 
und stetiger Weise der Gesamtheit der Strecken 
im Eaum zugeordnet werden kann, die von einem, 
willkürlich gewählten Anfangspunkt ausgehen^). 

Vektoren sind danach außer den genannten, der 
Kraft imd dem Koppel mom en t , z. B. die folgenden 
Größen: Veriückung, Geschwindigkeit, Beschleunigung, 
Strömung. 

Bei den genannten Größen ist kein Zweifel, daß sie 
definitionsgemäß als Vektoren anzusprechen sind. Es 
muß indessen noch auf eine andere Gruppe von Vektoren 
hingewiesen werden, bei denen die Berechtigung des 
Namens Vektor nicht sofort erkannt werden könnte. 

Der absolute Betrag des Koppelmoinentes, d. h. 
die Größe ohne Bezugnahme auf die Richtung. 

P.r,sin(P,, n) , 

kann aufgefaßt werden als der Flächeninhalt des Parallelo- 
gramms mit den Seiten P, , r,- und dem Winkel 9? = (P,-, r,). 
Als Eichtung des das Koppelmoment darstellenden Vektors 
wurde bei der geometrischen Addition in § 2 die Nor- 



Diese Definition ist der von M. Abraham u. A. Föppl 
(Theorie d. Elektrizität, '2. Aufl. 1, S. 5) gegebenen nach- 
gebildet. 
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malenrichtung auf die durch P,- und r,- gelegte Ebene 
benutzt. Wir körineo danach ein Parallelogramm von 
bestimmter Größe und gegebener Normalenrichtung eben- 
falls ^s einen Vektor ansehen. Es gehören also unter 
die oben definierten Vektoren auch solche Größen, die 
vorgestellt werden können als durch den Anfangspunkt 
gehende, beliebig begrenzte, ebene Flächenstücke. 

Endlich ist noch eine dritte Gruppe von Vektoren 
hervorzuheben, nämlich solche Größen, die unter dem 
Bilde von unbegrenzten, nicht durch den Anfangspunkt 
gehenden Ebenen betrachtet werden können. Die Größe 
und Eichtung dieser Vektoren ist offenbar eindeutig 
definiert durch Größe und Richtung der vom Anfangs- 
punkt auf die Ebene gefällten Normalen. 

E 5 b33t3'j. t aber ein prinzipieller Unterschied zwischen 
den ursprünglich ins Auge gefaßten Vektoren und den 
beiden hervorgehobenen Gruppen. 

Wenn man von einem Koordinatensystem mit den 
Achsen x , y, x zu einem anderen übergeht, welches ent- 
gegengesetzt gerichtete Achsen hat i), so daß also die Koor- 
dinaten des Punktos a;, i/, « im zweiten die Werte —x, 
— y j — z besitzen, so muß auch die Kraft P bei dieser 
Transformation in die Kraft —P übergehen. Dagegen 
wird der das Koppelmoment darstellende Vektor sein 
Zeichen nicht ändern, wenn wir, wie in § 1 und 2, dem 
Moment stets das positive Zeichen beilegen, wenn die 
Drehung von der positiven Seite der Drehungsachse aus 
gesehen positiv, d. h. entgegen der Uhrzeigerbewegung 
gerichtet ist. 

Man nennt Vektoren, die ihr Vorzeichen bei der ge- 



^) Ein solches würde nach der Bemerkung auf Seite 7 
als negatives zu bezeichnen sein. 
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nannten Transformation ändern, polare Vektoren, solche, 
die es behalten, axiale Vektoren i). 

Die Abhängigkeit des Vektors vom Ort oder von der 
Zeit muß natiirUch auf den Bildraum selbst oder die in dem- 
selben abbildenden Strecken übertragen werden. 

Ist in einem Gebiet jedem Punkt ein beliebiger, im all- 
gemeinen stetig mit dem Ort sich ändernder Wert eines Vektors 
zugeordnet, so nennt man dies Gebiet ein Vektorfeld und 
spricht in diesem Sinn von Kraftfeld, Momentenfeld, Ge- 
schwindigkeitsfeld usw. 

Im Gegensatz zu den Vektorea stehen die Großen, 
zu deren vollständiger Bestimmung nur eine Angabe, der 
absolute Betrag, notwendig ist, weil ihrem Begriff 
jede Beziehung zu einer Eichtung im Baum fehlt. Als 
Beispiele solcher Größen, der sogenannten Skalaren, 
sind an erster Stelle die absoluten Betrage der Vektoren 
zu nennen, d. h. die Längen der Vektoren ohne Eiicksicht 
auf ihre Eichtung. Andere derartige Größen, die durch 
Angabe einer sich auf ein bestimmtes Maßsystem be- 
ziehenden Zahl vollständig bestimmt werden, sind die 
Temperatur,* die Zeit, die Verhältnisse gleichgerichteter 
Vektoren usf. 

Wir nennen eine Größe einen Skalar, wenn 
die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die sie 
annehmen kann, in stetiger, umkehrbar eindeu- 
tiger Weise einerReihe reellerZahleuzugeordnet 
werden kann. 

Um im folgenden durch den Anblick der Zeichen 
schon erkennen zu lassen, ob eine Größe Vektor oder 
Skalar ist, woJlen wir, wie es üblich ist, die Vektoren 

^) Die Bezeichnung stammt von W. Voigt. Maxwell 
(Treatise on electricity and magnetism, London 1873, 1, 
art. 15) bezeichnet die Vektoren als translatorisch und rota- 
torisch. Wiechert (Ann. Phys. u. Chem. 59, 1896 S. 287) 
nennt sie Vektoren und Rotoren. 
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stets mit deutschen kleinen oder großen Buchstaben 
bezeichnen, die skalaren Größen durch lateinische. Den 
absoluten Betrag eines Yektors und den Vektor selbst 
werden wir stets durch gleichlautende Buchstaben angeben. 

§ 4. Addition^ Subtraktion Ton Yektoren^ Multi- 
plikation der Tektoren mit skalaren Größen. 

Zwei beliebig gerichtete Strecken a und 6 (^g. 2) im 
Kaum werden addiert, indem man den Anfangspimkt der 
zweiten Strecke an den Endpunkt der ersten verschiebt 
und die Verbindungslinie vom Anfangspunkt der ersten 
zum Endpunkt der zweiten zieht. Diese Verbindungs- 
linie OC, die Summe der beiden Strecken a und b, ist 
die vom willkürlich gewählten Anfangspunkt aus- 
gehende Diagonale des ParaUelograMnins OACBj dessen 
zwei an den Anfangspunkt der Diagonale stoßende Seiten 
die von dem Punkte aus beginnenden Strecken sind. 



/ V L y i 

L , \^ i 

ff f ^ B 

Fig. 2. 

Da die Vektoren, wie aus der Definition hervorgeht, 
formal mit den Strecken identisch sind, werden Vektoren 
addiert wie Strecken. Wir wählen als Operationszeichen 
für die Addition von Vektoren das algebraische Additions- 

Valentiner, Vektoranalysis. 2 



"XB ' Bechnungsregeln der. V^ktoraaalysis... 

zeichen +? iadem wir jedes Mißverständnis durch. (He 
Aawendung der deutschen Buchstaben für Vektoren ver- 
meiden können. In Fig. 2 ist 

(1) " a + b==C. • 

Die Differenz, zweier Vektoren ist nichts anderes, als 
"die Summe des ersten und des in etatgegengesetzter 
Riciitung genommenen zweiten Vektors,' ^so darstellbar 
durch die von ausgehende Diagonale des Parallelo- 
gramms OÄDB\ dessen an anstoßende Seiten der erste 
Vektor und der nach entgegengesetzter Richtung gezeich- 
nete zweite Vektor, also — 6 = 6', sind. Öder es ist also 

(2) ; : ' a_b = b. 

' ■' Die beiden Diagonalen des aus den Vektoren a 
und b gebildeten Parallelogramms stellen nach 
G^röße und Richtung die Summe resj). die Diffe- 
renz der zwei Vektoren dar. 

Die Differenz zweier Vektoren ist Null, die Vektoren 
also einander gleich, wenn sie gleiche Größe und gleiche 
Richtung haben. 

Aus der Anschauung ergibt sich sofort, daß es auf 
die Reihenfolge der Glieder bei der Addition nicht an- 
kommt, daß also 

öl + Ö2 = Og + Qi 

ist, d. h. das kommutative Gesetz Gültigkeit besitzt. 
Die Summe mehrerer Vektoren a^ . . . üm wird ge- 
wonnen durch Addition des dritten zu der Summe der 
ersten beiden, des vierten zu der Summe der ersten drei usw. 
Da es wieder auf die Reihenfolge nicht ankommt, so kann 
auch die Gruppierung geändert werden, d. h. es gilt 
außer dem kommutativen Gesetz auch das assoziative^ 

(eil + ag) + as + . . . = Ol + {^2 + 03) + . • . 
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Beispiel. Gleichung^ (1) ^können wir schreiben: 

a H- b — c = 1 

oder wenn wir sbtzen: — c = b, 

a + b + b = 0. 

Fassen wir die Vektoren a , b , b als Kräfte auf, so haben wir 
den bekannten Satz: 

Lassen sich Kräfte, die an einem Punkt angreifen, der 
Größe und Richtung nach durch solche Strecken darstellen, 
die durch parallele Verschiebung sich zu einem geschlossenen Poly- 
gon zusammensetzen lassen, so halten sie sich das iGrleichgewicht. 

Addieren wir m gleiche (d. h. gleichgroße und gleich- 
gerichtete) Vektoren, so erhalten wir einen Vektor von 
gleicher Eichtung nnd der w- fachen Länge. Ist der ab- 
solute Betrag des Vektors a gleich a, 

a| = a, 

so stellt — einen Vektor von gleicher Eichtung wie o 
a 

und dem absoluten Betrag 1 dar. Man nennt einen 
solchen Vektor einen Einheitsvektor. Im allgemeinen 
ist also ein Vektor das Produkt einer skalaren Größe in 
einen Einheitsvektor. Für diese skalare Multiplikation 
gilt, wie aus der Anschauung hervorgeht, ebenfalls wie 
bei der Addition das kommutative und assoziative Gesetz. 
Wir wollen festsetzen, daß die Einheitsvektoren als 
dimensionslose Größen anzusehen sind. Die Dimension 
legen wir dem absoluten Betrage bei, der Einheits- 
vektor gebe allein die Richtung an. Ist z. B. die Ge- 
schwindigkeit einer Kugel 400 m pro sec, und hat sie die 
durch die Winkel cp und i? gegen feste Achsen bestimmte 
Richtung, so sagen wir, daß der Einheitsvektor vom ab- 
soluten Betrage 1 die Richtung (9? , d) dieser Geschwindig- 
keit angibt, während der absolute Betrag der Geschwindig- 
keit 400 m/sec ist. 

2* 
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Um durch die Schreibweise sofort erkennen zu lassen^ 
daß ein Yektor ein Einheitsvektor sein soll, wollen wii 
die Einheitsvektoren durch einen horizontalen Strich über 
dem Buchstaben markieren, z. B. ä . 



§ 5. Zerlegung von Yektoren. 

Um die Richtung eines Vektors oder der ihn dar- 
stellenden Strecke angeben zu können, miissen wir die 

Lage auf zwei willkürlich 
gewählte Richtungen in 
dem Bildraum beziehen. 
Wir legen zwei solche 
Riehtungen durch die bei- 
den Einheitsvektoren 5^ 
und Qg fest. Dann ist die 
Richtung eines Vektors b 
gegeben durch den Win- 
kel 9? zwischen b und 
einer recht- oder schief- 
winkligen Projektion b' in 
der Ebene ö^ , 82 und durch 
den Winkel 1? dieser Pro- 
jektion gegen einen der 
beiden Vektoren äj oder 
Qg . Zur völligen Bestim- 
mung des Vektors b gehört 
noch die Angabe des ab- 
soluten Betrages. (Fig. 3.) 
An Stelle dieser drei An- 
gaben (9? , -d , I b I) können 
wir drei Vektoren wählen. Außer den Richtungen ö^ 
und ög sei eine dritte äg gegeben , die mit ö^ , ög nicht 
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komplanar (in eine Ebene fallend) sein soll. Sie bilde mit 
der Ebene 5^ , ög gerade den Winkel, unter dem die Pro- 
jektion von b in die Ebene äj , ög vorgenommen wurde. 
Durch den Endpiwkt von b lassen sich drei Ebenen legen, die 
den Ebenen: öi , Q2 ; 02 7 Sq ; ög , ä^ parallel sind, b ist 
dann die Diagonale eines Rhoraboeders, dessen Kanten 
den drei Achsen parallel sind und sich daher durch die mit 
Skalaren Größen multiplizierten drei Einheitsvektoren 
öl , 02 , Ö3 ausdrücken lassen. Nach § 4 ist aber diese 
Diagonale gleich der Summe der drei Seiten. Daraus 
geht hervor, daß ein Vektor sich durch drei nicht kom- 
planare, willkürlich vorgelegte Einheitsvektoren voll- 
ständig bestimmen laßt — durch zwei dann und niu* dann, 
wenn der Vektor in die Ebene der beiden Einheitsvektoren 
fäUt (Bedingung der Eomplanarität dreierVektoren) — durcli 
einen dann und nur dann, wenn der Vektor in die Rich- 
tung des Einheitsvektors fällt (Bedingung der KoUinearität). 
Man nennt die drei Projektionen die Komponenten des 
Vektors und sagt: 

Zur vollständigen Bestimmung des Vektors b 
im Räume ist hinreichend und notwendig die 
Angabe von Komponenten des Vektors in drei 
willkürlich vorgegebenen, nicht korhplanaren 
Richtungen. 

Ein spezieller Fall hiervon ist die Angabe des Vektors 
durch Komponenten in drei zueinander senkrechten 
Richtungen, die Darstellung des Vektors in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren in 
Richtung dreier willkürlich gewählter, rechtwinklig zu- 
einander stehender Achsen sollen stets durch die drei 
Buchstaben i, j, I wiedergegeben werden (resp., wenn 
mehrere derartige Achsensysteme in einer Entwicklung 
vorkommen, durch i^, K' usw.). 
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Jeder Vektor ist also in der Form darstellbar: 

h=-xx + y\ + zt, 
^vo Xy y y % skalare Größen bedeuten. 

§ 6. GleichuDgeu zwischen Yektoren. 

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich die folgenden Sätze : 
1* Zwei Vektoren sind einander gleich dann und nur 
dann, wenn die sie definierenden drei Bestimmungssttlcke 
paarweise einander gleich , sind. Eine lineare Gleichung^ 
zwischen Vektoren ist somit drei Gleichungen zwischen ska- 
laren GröiSen, d. h. drei gewöhnlichen algebraischen Glei- 
chungen, äquivalent. ' 

2. Die Gleichuüg: .: 

ist bei variablem x und y die vektoranalytische Darstellung 
einer Ebene, die die beiden Vektoren o^ und o^ enthält, denn 
sie stellt das Ensemble aller in dieser Ebene liegenden Ge- 
raden dar. 

Oj = 03 ttg + y Og + a^ 

ist die Gleichung einer Ebene, die den Vektoren a^ und Og 
parallel ist und durch den Endpunkt von o^ geht. 

3. Femer ist 

der Ausdruck einer zu Og parallelen, durch den Endpunkt 
von ttg hindurchgehenden Geraden. 

, 4. Die Endpunkte von drei (resp. vier) von demselben 
Ausgangspunkt ausgehenden Vektoren liegen in einer Ge- 
raden (resp. Ebene), wenn zwischen den drei (resp. vier) Vek- 
toren eine lineare Gleichung existiert, in der die Summen 
aller Vektorkoeffizienten zu beiden Seiten des Gleichheits- 
zeichens einander gleich sind. 

Denn liegt der Endpunkt von <x^ auf der Geraden durch 
die Endpunkte von Og und Og (resp. in der Ebene durch die 
von 02,08, a^), so gilt: 

X (O2 — O3) = Qi — Og 

resp. X (02 — aj + y (Og — o^) = a^ — 04 . 
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In diesem Lehrsatz . lassen sich Haupt- und ^ebensa€2 ' mit- 
einander, vertauschen, . •. i • 

Beispier. Die Diagonale eii^es Parallelogramms wird'im 
Verhältnis von n : 1 durch die Verbindungslinie" einer llckö 
mit dem (n — l)tfen Teil der " -' ' 

Gegenseite geteilt., 

In Fig. 4 sei 



a^ = r a, 



.a^ 




-**i. 



c = — b. . 
IS^ach Voraussetzung ist 

oder t^' Ä 

Da der Endpunkt von c so gewählt werden soll, daß er 
auf der Geraden durch die Endpunkte von a^ und a' liegt, so 
muß nach dem eben ausgesprochiBnen Satz 

X = 1 -|- (n — 1) = n 

sein, was zu beweisen war. 

■ t 

§ 7. Multiplikation Yon Tektoren. 

Die Multiplikation skalarer Größen untereinander oder 
iriit Vektoren folgt den Regeln der gewöhnlichen Algebra 
(vgl. § 4), es gilt das assoziative und kommutative 
Gesetz, d. h. es ist 

m {na) = n {in a) = (m w) a , 
wie auch das distributive Gesetz, d. h. es ist 

m (a + b) =^ w a + m b 
und 

{m + n)a~ m a + na . 
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Die Multiplikation von Vektoren untereinander folgt 
anderen Regeln. Um diese abzuleiten, gehen wir von der Er- 
fahrung aus. Wir kennen nämlich in einigen Fällen das Pro- 
dukt von Vektoren ; wenn wir in diesen das Typische heraus- 
suchen, müssen wir allgemein gültige Gesetze erhalten. 

1. Das Produkt aus der der Größe und Richtung 
nach gegebenen Kraft ?ß in die in gleicher Weise ge- 
gebene Wegstrecke g , längs welcher sie wirkt, bestimmt 
der Größe nach eine Arbeit: 

^ = P5COS(5ß, §) . 

2. Das Produkt aus einer Kraft 5ß, die an einem 
Punkt eines um eine Achse drehbaren Körpers angreift, 
in den Hebelarm r bestimmt der Größe und Richtung 
nach ein Koppelmoment SD?; der absolute Betrag des- 
selben ist 'l 

J[f= Pr sin(?(5,r). 

Die Richtung ist senkrecht zur Ebene ?ß , r und zwar soy 
daß die kürzeste Drehung der Kraftrichtung in die Richtung : 
Angriffspunkt -v Drehpunkt, von der positiven Seite der 
Drehungsachse gesehen, entgegen dem Sinn des Uhrzeigers 
verläuft, in Übereinstimmung mit der Festsetzung in § 2. 

Aus dem 1. Beispiel folgt: 

Das Produkt zweier Vektoren kann eine skalare Größe 
sein, deren Betrag gleich ist dem Produkt der absoluten 
Beträge der zwei Vektoren, multipliziert mit dem Kosinus 
des Winkels zwischen den beiden Richtungen der Vek- 
toren, oder gleich dem Produkt des absoluten Betrages 
des einen Vektors in die Projektion des anderen auf die 
Richtung des ersteren. 

Aus dem 2. Beispiel folgt: 

Das Produkt zweier Vektoren kann einen neuen Vektor 
darstellen, dessen absoluter Betrag gleich dem Flächen- 
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Inhalt des ans den Vektoren als Seiten gebildeten Parallelo- 
gramms ist, imd dessen Richtung senkrecht auf dier Ebene 
der beiden Vektoren steht \md nach der Seite zeigt, daß 
für einen, der in dieser Richtung steht, die kürzeste 
Drehung des bei Angabe des Produktes zuerst genannten 
Vektors in die Richtung des anderen entgegen dem Sinn 
des Uhrzeigers verläuft. 

Es sind also jedenfalls diese beiden Arten von Produkten 
zweier Vektoren zu unterscheiden. Auf die Fragen, ob 
noch andere Arten vpn Verbindungen zweier Vektoren, 
die Produkte genannt werden können und für die Rech- * 
nimg von Wichtigkeit sind, abgeleitet werden können, 
und welche Bedeutung sie im Fall ihrer Existenz in der 
Anwendung gewinnen, werden wir an anderer Stelle ein- 
gehen (vgL Teil III). 

Das erste Produkt bezeichnet man als skalares 
Produkt^) und benutzt dafür die symbolische Schreib- 
weise (a , b) oder a b oder a'i; das zweite führt den 
Namen vektorielles Produkt oder Vektorprodukt 2) 
■und das Symbol [ab] oder [a, b] oder a X b. 

§ 8. Skalares Prodnkt 

Aus der Definition des skalaren Produktes: 
ab = ja| • |b|-cos(a, b) 



*) Die Bezeichnung geht auf Hamilton zurück, er benutzte 
für den negativ genommenen Betrag das Symbol: 

8ah = — \a\'\h\' cos(a , b) ; 

GraÜmann nannte dasselbe inneres Produkt und schrieb [a | b] ; 
Gibbs spricht von einem „direct product" oder «dot product", 
^ a • b oder (a , b) ; Heaviside schreibt ah . 

*) GraJßmann: äußeres Produkt, [ab]; Hamilton: vekto- 
rieller Teil des Quatemioneuproduktes, Va b ; Gibbs : Vektor- 
produkt oder „skew product** oder „cross producf*, axh. 
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folgt unmittelbai' die Gültigkeit des kommutativen' 
Gesetzes: 

da eos(a , b) f= cos(b , a) ist. 

Für die Multiplikation mit skalaren Größen' besteht das 
distributive Gesetz, es ist 

(a: a) 6 = a: (a b) =.a: [ a I • I b ] • bos(a , b) , , 

da das distributive Gesetz für die Multiplikation der, ab- 
. soluten Beträge nach den Regeln der Algebra Gültigkeit 
besitzt. Endlich ergibt sicji aus der Definition des 
skalaren Produktes und der : Tatsache, daß die Summe 
der Projektionen von Strecken auf eine Strecke gleich, 
der Projektion der Summe der Strecken ist, die Identität: 

(a + b) c =« a c + b c , 

welche das distributive Gesetz für die skalai^e Multi- 
plikation darstellt. 

Das skalare Produkt eines Vektors in einen Einheits- 
vektor ist nichts anderes als die Projektion des Vektors 
auf die Richtung des Eioheitsvektors. Daraus folgen 
wichtige Anwendungen. Das skalare ' Produkt zweier 
Einheitsvektoren ist der Kosinus des Winkels zwischen 
ihren Richtungen. Es ist IS^ull, wenn sie senkrecht auf- 
einander stehen. 

Um nicht in Widerspruch mit der definitionsmäßig ge- 
forderten Regel der Algebra zu treten, nach welcher ein 
Produkt nur verschwinden kann, wenn einer der Faktoren 
Kuli ist, müssen wir uns immer daran erinnern,, daß das Zeichen 
(a , b) ein Symbol ist und nicht das Produkt der beiden Größen 
a und b, sondern das Produkt der einen in die Projektion 
der änderen auf die erste darstellt. 

Die Gleichung: 

(2) ' ab = . "'. .'. 



(4) 
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zwischen zwei Vektoren von endlichem Betrag ist somit 
der Ausdruck dafür, daß die Vektoren senkrecht zuein- 
ander stehen. Fallen die Richtungen der Vektoren zu- 
sammen, so ist' das sialare Produkt der Vektoren gleich 
dem Produkt der absoluten Beträge. Im besonderen ist 

(3) . a^ = a^: ^ 

Hieraus folgen lürdie z^ueinander senkrecht stehen- 
den Einheitsvektoren die Begehungen ; 

ti=-ii = H = l , 

lti = i! = ii = o.- 

Sind die Vektoren a und b durch die Einheitsvektoren 
t , j , I ausgedrückt, 

a = «1 i -f 02 i + a3 f , 

so kann auf Grund der Gleichungen (4) und der Gültig- 
keit des distributiven Gesetzes für die Multiplikation mit 
skalaren Größen das Produkt gesehrieben werden: 

/6) a b = «1 ^1 + «2 ^2 + «3 ^3 

und a^ = «2 = «1 + «1 + «3 • 

Der absolute Betrag a eines Vektors a kann also durch 
die Komponenten folgendermaßen dargestellt werden: 



(5). 



< 



(7) \a^[=a = -f ya? + a^ + al. 

Durch Multiplikation der Gleichung (ö^) mit dem Ein-j 
heitsvektor i, resp. j, I, erhalten wir: , ^ 

«1 = ai = acos(a, i) , 

(8) < a.2 = aj = acos(a, j) , 

l «3 =^ al>= acos(a, !) , • 



28 Rechnungsregeln der Vektoranalysis. 

woraus die Bedeutung dieser skalaren Komponenten als 
der mit dem absoluten Betrag des Yektors multiplizierten 
Eichtungskosinus zu erkennen ist. 

Sind die Vektoren durch drei nicht in einer Ebene liegende, 
schiefwinklig zueinander stehende Vektoren I, tn, n aus- 
gedrückt : 

a = ai I + a, m + a, n , 

b = 5^ I -f 6j m + ^8 ^ 1 
80 nimmt das Produkt die Form an: 

(9) / ^ ^ = ^« *> + ^ ^8 + «8 ^3 + («1 &2 + ^3 «2) m l 

1 + {a^h + b^ a^)nm + {a^b^ +h^ ai)ln . 




§ 9. Anwendungen. 

1. In nebenstehendem -Dreieck (Fig. 5) ist 

(1) a + b + c = 0, 

also 

iii die Sprache der gewöhnlichen Analysis übersetzt ist das ^ 
der Kosinussatz: 

o« == 6« + c« + 2 6 c cos(180 — «) = 6' + c« — 2 6 c cos « . 



Anwendungeii. 
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2. Mit Berücksichtigfung der Gleichungen (8) des vorigen 
Paragraphen ergibt Gleichung (6) den bekannten Satz: 

cos (a, b) = cos (a, i) cos (b, i) + cos (a, i) cos (b, i) + cos (o, I) cos (b, I) . 

3. Multiplizieren 
wir Gleichung (1) mit 
dem Einheitsvektor von 
a , so kommt: 

— a = bcos (ba) 

+ ccos(ca) , 

eine bekannte Dreiecks- 
formel. 

4. Die Additiöns- 
theoreme der Trigono- 
metrie gewinnt man auf 
fdgendeWeise (Fig. 6). 

Die beiden Vek- 
toren 

b = 6ji+6,i 

mögen mit der Vektor- 
richtung i die Winkel 
a und p bilden; es sei 
vom Koordinatenan- 
fangspunkt außerdem 
der Vektor 

c = a^ i — a, i 

abgetragen, dann ist 
Winkel (c , i) gleich 
Winkel (a , i) , dessen 

Kosinus gleich — ist, 

da c = a . Nun ist 




Fig. 6. 



folglich : 



a b = ttj 6i -f ttg &9 , 

c b = tti 2>i — aj ^2 1 

(a + c) b = 2 ai &i , 
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oder nachdem durch die absoluten Beträge: üb = ck divi- 
diert ist: : ; 
QQsiß — ä) + cosf (/? + «) = 2 cos« cos )^ . 

Entsprechend folgt: 

cos (ß — a) — cosO? + a) = 2 sin ä sinj^ . 

5. In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate 
der Diagonalen gleich der doppelten Summe der Quadrate der 
nicht parallelen Seiten: 

c« = (a.+-b)% - . 

b2 = (a — b)2, 

c2 + b2 = 2(a2 + b2); 
femer: 

c2 — b^ = 4 a b . 

§ 10. Yektorielles Produkt. 

Das zur Ableitung der Definition gewählte Beispiel 
zeigt, wie die Definition selber, daß wir die fi*üher mit 
axial bezeichneten Vektoren als Produkte zweier polarer 
Vektoren auffassen können und umgekehrt, wenn freilich 
auch aus der Angabe dieses axialen Vektors noch nicht 
die beiden polaren Vektoren eindeutig bestimmt sind. 

Die Definition des Vektorproduktes lautet in vektor- 
analytischer Schreibweise: 

(1) c = [a, b] = afesin(a, b)c , 

wenn c ein Einheitsvektor senkrecht zu der Ebene der 
Vektoren a und b imd so gerichtet ist, daß für diese 
Richtung die kürzeste Drehung des Vektors a in die 
Richtung b in dem früher definierten Sinn positiv ge- 
nannt werden kann ; c bestimmt der Größe und Richtung 
nach ein Parallelogramm und ist, wenn a und b polare 
Vektoren sind, ein axialer Vektor. 
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Da 

sin(ab) = — sin(ba) , 

so gilt für dieses Produkt nicht das kommutative 
Gesetz, es ist 

(2) [ab] = -[ba]. 

Die Multiplikation mit einer skalaren Größe, eine Ope- 
ration, die sich ja. nur auf den absoluten Betrag der 
Vektoren, nicht auf die Eichtung beziehen kann, muß 
wieder der distributiven Kegel folgen: 

[a; a , b] = [a , xi] = x[a, b] . 

Ebenso behält das distributive Gesetz für die 
vektorielle Produktbildung mehrerer Vektoren 
Gültigkeit, d. h. es ist 

(3) [a + b,c] = [a,c] + [b,c]. 

Erster Fall. Es sei c nicht komplanar mit a und b . 
Wir setzen a + b = b . Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, c sei ein Einheitsvektor; dann ist der Vektor 
[b, c] seinem absoluten Betrag nach gleich (vgl. Fig. 7) 

|[bc]|=^sin(bc) = rf'. 
Ebenso: 

I [ac] I = asin(ac) ^ a' , 

|[bc]| = bsm(bc) = b\ 

Die Richtungen der drei Vektoren sind senkrecht zu 
den Parallelogrammen: (b , c) resp. (a , c) , (b , c) . d\ a\ &' 
sind gleich den absoluten Beträgen der Projektionen 
b', a', h\ durch welche die Vektoren b, a, b in einer 
zu c senkrechten Ebene abgebildet werden; da nun die 
drei Vektoren a^h ^ —b ein geschlossenes Dreieck bilden, 
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Fig. 7. 



so bilden auch die Projektionen in ein und dieselbe Ebene 
ein geschlossenes Dreieck und es ist 

Drehen wir um c als Drehungsachse das Dreieck um 
900, go fallen die Seiten b', a', b' der Größe und Rich- 
tung nach mit den Vektoren 

[a + b,c],[ac],[bc] 
zusammen, so daß die Richtigkeit der obigen Gleichung 
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und damit die Gültigkeit des distributiven Gesetzes für 
den ersten Fall erwiesen ist 

Zweiter Fall, c, a und b liegen in einer Ebene, 
dann sind die Richtungen der Vektoren [a + b , c] , [a c] , 
[b c] alle parallel, und für die absoluten Betrage, die gleich 
dem Flächeninhalt der Parallelogramme (a + b , c) , (a c) , 
(b c) sind, gilt die Beziehung: 

|[ac]| + |[bc]| = |[a + b,c]|, 
also ist 

[acl + [bc] = [a + b,c]. 

Der Flächeninhalt eines Parallelogramms a h sin (a , b) mit 
parallelen Seiten (a , b) ist Null wegen sin ® = , es kann also 

(4) [ab] = 

als der Ausdruck der Parallelität zweier Vektoren 
betrachtet werden. Der absolute Betrag des Produktes 
senkrechter Vektoren ist gleich dem Produkt der absoluten 
Beträge. 

Für die zueinander rechtwinklig stehenden drei Ein- 
heitsvektoren ergibt sich hieraus: 

[ii] = [Ji] = pq = o, 
[ij]=_[ji]=i, üi] = -[ij] = t, [ii]=-[tr]=i. 

Das Produkt zweier durch die Einheitsvektoren dar- 
gestellter Vektoren a und b läßt sich in Form einer 
Determinante schreiben: 

(6) [a,b] = [ii](a,6,-a,M 

+ [!i](ö3^i-«i^3) 
= l{a^h^ — öfg&i) = 

+ 1(02^3 —0362) 

+ i («3 ^1 — «1 ^3) 

Talen tiner, Vektoranalysis. 



(5)J 



t i I 
h b^ h 
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Die ünterdeterminanten stellen die Projektionen des durch 
den Yektor [a b] der Größe und Richtung nach definierten 
Parallelogi'amms in die jl, It, ij- Ebene dar. 

§ 11. Anwendung anf die Statik. 

Es soll an das Beispiel in § 1 angeknüpft werden. 

Ein System von Kräften ^i . . . ^,j , die an den Punkten 

Pi " • Pu öiiißs freien, starren Körpers angreifen, halten sich 

das Gleichgewicht, wenn die resultierende Einzelkraft und das 
resultierende Koppelmoment in bezug auf den Koordinaten- 
anfangspunkt Null ist. Die Gleichgewichtsbedingungen lau- 
ten also: 

(1) 2% = 0, 

(2) ^[*',?ßj = 0, 

wenn p^ der Radiusvektor des Punktes p^ von einem will- 
kürlich gewählten Koordinatenanfangspunkt ist. Ist kein 
Gleichgewicht vorhanden, so stellen 2"$^. resp. ^[t),^,] die 

am Bezugspunkt angreifende resultierende Kraft und das 
resultierende Koppelmoment für den Bezugspunkt dar. Eine 
Änderung des Bezugspunktes ändert im allgemeinen 2" [p^ ^ J ; 

es sei der neue Bezugspunkt C/ durch den Vektor a , der von 
nach (X geht, gegeben, so ist 

(3) 2"[p.<p,]=+^[a5p,] + ^[t.;.5P,], 

worin sich jjj- auf den neuen Koordinatenanfangspunkt 0' be- 
ziehen soll. Ist Q so gewählt, daß 

d. h. fällt a in die Richtung der resultierenden Einzelkraft, 
so ist das Koppelmoment in bezug auf den neuen Koordinaten- 
anfangspunkt (y gleich dem in bezug auf 0; d. h. es kann 
der Bezugspunkt des Koppelmomentes, ohne eine 
Änderung desselben hervorzurufen, in Richtung der 
resultierenden Einzelkraft verschoben werden. 

Ist der Körper an dem Punkt CK drehbar befestigt, so 
wird am Gleichgewicht des Systems nichts geändert, wenn ain 
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diesem Punkt eine neue Kraft SR, von welcher Größe und 
Richtung sie auch sei, angreift. Wählen wir (y als Anfangs- 
punkt, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 

und 

^ Wi , m + [0 , SR] = . 

IR kann nun immer so gewählt werden, daß der ersten Be- 
dingung genügt wird, d. h. 2"^^. kann jeden beliebigen Wert 

annehmen; es bleibt nur die zweite Bedingung zur 
Existenz des Gleichgewichts übrig: 

Ist der Körper an zwei Punkten und C/ befestigt, also 
um die Achse 0(7=0 drehbar, so wird wieder am Gleich- 
gewicht nichts geändert, wenn man in den Punkten und (Y 
der Achse neue Kräfte 9i und ^\ von welcher Größe und 
Richtung sie auch sein mögen, angreifen läßt. Den Punkt (Y 
der Achse wählen wir als Bezugspunkt, dann lauten die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

^^^ 1 ^[»,,-o,^,]-[a,9l]=0. 



Statt der zweiten Gleichung können wir schreiben: 

-2^[P,5|5J-[a2:<p.]-[a,9J]=0 
oder 
(5) 2:[»),5P,] + [a9n=0, 

worin 91' willkürlich gewählt werden kann. Es sei 

das resultierende Moment der vorgelegten Kräfte für den 
Bezugspunkt ; i , j , f mögen so gewählt sein, daß i in die 
Richtung a fällt. Da nun der Vektor [o9fl'] senkrecht auf 
Q steht, kann man setzen: 

worin B^ und B^ wegen der Willkürlichkeit von ^ will- 
kürlich gewählt werden können. Wir wälilen sie so, daß 

3*. 
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B^ = — Ä^ , JB3 = — -4 3 ist, dann bleibt als einzige Gleich- 
gewichtsbedingung übrig: -4i=0, — denn Gleichung (4i) 
kann wegen des noch frei verfügbaren ffi stets erfüllt werden, 
— d. h. das Moment in Richtung der Achse muß Null 
sein oder 3Jl senkrecht zu a, also: 

(6) (Söia) = 0. 

§ 12. Multiplikation yon mehr als zwei 
rektoriellen Faktoren. 

Wir haben in § 3 zwei verschiedene Arten von Vek- 
toren kennen gelernt, die polaren und die axialen Vek- 
toren. In der Definition der Vektorenprodukte ist auf 
diesen Unterschied nicht Bezug genommen worden. Da 
nun die zur Ableitung der Definition benutzten Beispiele 
nur von Produkten handeln, die aus polaren Vektoren 
gebildet sind, so ist es notwendig, die anderen Kombi- 
nationen kurz zu besprechen, um die Bedeutung der Pro- 
dukte andersgearteter Vektoren kennen zu lernen, speziell 
um zu erkennen, ob diese Produkte axialer oder polarer 
Natur sind. In Hinsicht darauf, daß, wie oben bemerkt, 
ein axialer Vektor als das Vektorprodukt zweier polarer 
betrachtet werden kann, können wir Produkte aus zwei 
Vektoren, von denen wenigstens einer ein axialer Vektor 
ist, als ein Produkt von mehr als zwei Vektoren betrachten. 

§ 13. Skalares Prodnkt eines polaren und eines 
axialen Vektors oder (c [a 6]) . 

Ein axialer Vektor ist darstellbar durch die Größe 
eines Parallelogramms und die Richtung seiner Normalen. 
Das Produkt eines solchen in einen polaren Vektor ist 
gleich, dem Inhalt dieses Parallelogramms multipliziert 
mit der Projektion des polaren Vektors auf die Normale, 
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d. h. gleich dem Inhalt des Parallelepipeds, das über dem 
Parallelogramm als Basis mit dem polaren Vektor als 
dritter bestimmender Kante errichtet werden kann. Für 
den axialen Vektor können wir symbolisch [ab] schreiben, 
so daß das skalare Produkt eines polaren und eines axialen 
Vektors die Form annimmt: 

c[ab], 

wo a , b , c nun polare Vektoren vorstellen. Ist daher 
andererseits nicht bloß das Produkt [ab] durch Angabe 
eines axialen Vektors gegeben, sondern die Faktoren a 
und b selbst, so ist das dreifache Produkt c[ab] gleich 
dem Inhalt des Parallelepipeds mit den drei bestimmen- 
den Kanten a , b , c . 

Wenn wir sämtliche Eichtungen, auf welche die Vek- 
toren bezogen werden, umkehren, so ändert der polare 
Vektor c sein Zeichen, während der axiale sein Zeichen 
behält. Es ändert also auch das Produkt c [a b] das Vor- 
zeichen; es ist daher, obgleich es als skalares Produkt ein- 
geführt worden ist, doch von den Richtungen in gewissem 
Sinne abhängig. Man bezeichnet solche skalare Größen, 
welche das Zeichen bei Änderung der Bezugsrichtungen 
in das entgegengesetzte ändern, Pseudoskalare ^). 

Durch zyklische Vertauschung der Achsenrichtungen 
wird das Vorzeichen nicht geändert, es ist also 

c [a b] = b [c a] == a [b c] 

c[ba] = — a[cb]=^ — b[ac] . 

Sind die drei Vektoren durch die Komponenten nach 
den Einheitsvektoren i , } , I gegeben, so kann das skalare 
Produkt in der Determinantenform geschrieben werden: 



"> {=-: 



*) Klein und Timerding unterscheiden die beiden Arten 
durch die Bezeichnung: Skalar erster und zweiter Art. 
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Denn die Komponenten des axialen Vektors [a b] sind die 
Unterdeterminanten dieser Determinante, und das skalare 
Prodnlct zweier Vektoren ist gleich der Summe der Pro- 
dukte der Komponenten. 

Liegt c in der Ebene von a und B , so ist der Inhalt 
des aus den drei Vektoren gebildeten Parallelepipeds Null, 
also c [a b] = 0. Dies geht auch unmittelbar aus der Rech- 
nung hervor, wenn wir c durch die Vektoren a und b ausdrücken, 
welches in dem Fall der Komplanarität möglich ist. Es sei 

c = a:a + y b , 

dann lautet das Produkt: 

oj ö [a b] + 2/ b [a b] = a? b [a a] + 2/ a [b b] = . 

Ein wichtiges Beispiel eines solchen skalaren Pro- 
duktes dreier Vektoren liefert der sogenannte Vektor- 
fluß durch eine Fläche. Die Wassermenge in einem 
Strom, die in der Zeiteinheit durch eine Fläche von be- 
liebiger, vorgegebener Lage und Größe innerhalb des von 
der Wassermasse durchströmten Raumes hindurchtritt, 
ist gleich der Menge, die in den Zylinder hineingeht, 
dessen Basis die vorgegebene Fläche ist und dessen Leit- 
linie der Grröße und Richtung nach gleich der Geschwindig- 
keit des Wassers an dieser Stelle ist. Ist die Basis das 
Parallelogramm [a b] , so ist die pro Zeiteinheit hindurch- 
tretende Wassermenge, wenn dieselbe sich mit der Ge- 
schwindigkeit c bewegt, gegeben durch das skalare Produkt: 

c [a b] . 

Man nennt dasselbe den Fluß, Durchfluß des Vek- 
tors c, den Geschwindigkeitsfluß durch die Fläche. 
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Ist c ein Kraftvektor, so spricht man von Kraftfluß ; stehen 
z. B. zwei entgegengesetzt elektrisch geladene, unendlich 
große, leitende Platten einander parallel gegenüber, einen 
freien Ätherraum einschließend, so daß zwischen ihnen 
ein homogenes elektrisches Feld besteht, welches die 
Feldstärke c besitzt — d. h. auf den positiv geladenen 
elektrischen Einheitspol die Kraft c an jeder Stelle des 
Feldes ausübt — , so ist der Kraftfluß durch eine irgend- 
wie gelegene Fläche [ab] durch das skalare Produkt 
c [a b] gegeben. Man nennt den numerischen Wert dieses 
Produktes die Zahl der Strömungs- oder Kraftlinien 
durch die Fläche von der vorgegebenen Richtung. 

§ 14. Yektorprodukt eines polaren und eines 
axialen Yektors oder [a [6 c]] . 

Nach der Definition des Vektorproduktes steht der 
durch dasselbe bestimmte Yektor senkrecht auf der Ebene, 
die durch die vektorischen Faktoren, im vorliegenden 
Fall durch die Normale des aus b und c gebildeten 
Parallelogramms und den polaren Yektor geht. Er liegt 
also jedenfalls in der Ebene des Parallelogramms (b, c) 
und muß sich schreiben lassen: 

•(1) [a[ic]\ = xb + yc. 

Um X und y zu finden, reclmen wir die linke Seite mit 
Benutzung der Komponentendarstellung der Yektoren aus. 
Wir legen der bequemeren Rechnung wegen den Einheits- 
vektor i in die Richtung des Vektors c , den Yektor j in 
die Ebene von b und c; dann ist 

c = Ci t , 

b = ^ t + ^>2 i > 

a = fl^ i + «2 j + «3 f , 
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also: 

[a[6 c]] = -q 62 [ofl = —^1 ^2 («2 i - ö^ i) . 
Die rechte Seite der letzten Gleichung nniß sich in der 
Form xi -\- yc schreiben lassen, d. h. es muß sein 

x\x + xh\ + yci i = — Ci ^2 «2 i + ^1 ^2 % l ) 
daher: 

a; == q a^ = (c a) , 

y = — «2 ^2 — fei ^1 = — (b a) . 

Das Vektorprodukt aus den drei Yektoren a , b , c nimmt 
also die Form an: 

(2) [a[bc]l=(ca)b-(6a)c. 

Es folgt hieraus die Beziehung: 

[a[bc]] + [b[co]] + [c[a6]] = 0. 

In Gleichung (2) steht rechts die Differenz zweier polarer 
Yektoren, die mit wirklichen Skalaren multipliziert sind. 
Es muß daher auch das Vektorprodukt aus drei polaren 
Vektoren oder aus einem polaren und einem axialen Vek- 
tor ein polarer Vektor sein. 

§ 15. Produkte zweier axialer Yektoren. 

1. SkaJares Produkt aus zwei axialen Vektoren oder 
[ab][cb]. 

Um diesen Ausdruck auf Produkte aus polaren Yek- 
toren zurückzuführen , setzen wir [ah] = e , dann folgt 
aus den beiden letzten Paragraphen, daß 

[abj[cb] = e[cb] = b[ec] 
= b[[ab]c] 
= b((ac)b-(bc)a> 
= (ac)(bb)-(bc)(ab). 
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Rechts steht zuletzt die Differenz zweier Produkte aus 
reinen skalaren Größen; das skalare Produkt zweier axialer 
Vektoren ist also kein Pseudoskalar. 

2. Vektorprodukt aus zwei axialen Vektoren oder 

[[ab][cb]]. 

Setzen wir wieder [ah] = e, so wird 

[[ab][cb]] = [e[cb]] 

= c (c b) — b (e c) 

==c([ab]b)-b([a6]c). 

Hier sind die polaren Vektoren c und b mit Pseudo- 
skalaren multipliziert, es muß daher die Differenz ein 
axialer Vektor sein. Zusammenfassend können wir sagen : 

Das Vektorprodukt aus zwei polaren oder aus 
zwei axialen Vektoren stellt wieder einen axialen 
Vektor dar, das Vektorprodukt aus einem polaren 
und einem axialen Vektor einen polaren. 

Da übrigens 

[[ab][cb]]=-[[cb]IaB]], 
SO ist anch 

I[o h] [c b]] = a ([c b] b) + b ([c b] a) . 

Wir erhalten hieraus die wichtige Beziehung zwischen 4 Vek- 
toren, von denen nicht drei in einer Ebene liegen: 

— b([ab] c) = a ([b c] b) + b ([cb] a) + c([b o] b) 

oder, da ([a b] c) eine skalare Größe ist und Vektoren durch 
skalare Größen dividiert werden, indem man den absoluten 
Betrag durch die skalare Größe dividiert, nach Division: 

c [a b] ' c [a b] ' ~c[ah] 

3. Endlich sei noch besonders darauf hingewiesen, daß 
bei der Kombination a(bc)^ die in §§ 13 — 15 schon benutzt 
worden ist, auf die Klammem geachtet werden muß, indem 
a (b c) einen Vektor darstellt von der Größe 

a6ccos(b c) 
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und der Richtung des Vektors a , da (b c) nichts anderes als 
eine skalare Größe ist. Es sind die Vektoren 

a (b c) und (a b) c 

völlig verschiedene Größen. 

§ 16. DiTision Ton Tektoren. 

Eine Zahl a durch eine Zahl h dividieren, heißt, die 
Zahl finden, welche, mit b multipliziert, die Zahl a gibt. 
Diese Definition auf die Vektordivision übertragen, lautet: 

Eine Größe Ä (Skalar oder Vektor) durch eine 
andere Größe B (Skalar oder Vektor) dividieren, 
heißt, die Größe Cfinden, welche, in die Größe B 
multipliziert, die Größe A gibt. 

Von dieser Übertragung der gewöhnlichen arith- 
metischen Division auf die Vektorrechnung ausgehend, 
wollen wir untersuchen, ob die darin enthaltene Aufgabe 
der Division eindeutig bestimmt ist und zu eindeutiger 
Lösung führt. 

Ä 
Wenn also — =*C, so ist C dadurch bestimmt, daß 

CB = Ä sein soll. 

1. Ist B eine skalare Größe, so ist die Aufgabe 
identisch mit der der Arithmetik; der absolute Betrag 
von G ist gleich dem absoluten Betrag von Ä dividiert 
durch B, Ist A ein Vektor, so auch C, und zwar von 
gleicher Richtung. 

2. Wir nehmen also an : B sei ein Vektor = b : 
(k) A sei ein Vektor = a . 

Die allgemeine Annahme über C ist, daß es die 
Summe einer skalaren Größe und eines Vektors bildet. 
Wir setzen daher: 

a , 
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worin die rechte Seite der Bedingung zu genügen hat: 
(1) a = (x + c)b; 

hierbei ist von vornherein über die Art der Multiplikation 
von c mit b nichts gesagt. Da links aber ein Yektoi 
steht, ßo muß notwendigerweise die vektorielle Multi- 
plikation vorgenommen werden, da c im allgemeineu 
nicht Null sein wird (denn a und b werden im allge- 
meinen verschiedene Richtung haben). Die Aufgabe ist 
daher für diesen Fall {Ä = a) dahin .einzuschränken, daß 
ein solches C gesucht wird, daß die Summe aus dem 
Produkt des Vektors b mit dem skalaren Teil von C und 
dem Vektorprodulct des Vektors b mit dem vektoriellen 
Teil von C den Vektor a gibt. Da aber die skalare 
Multiplikation keinen Sinn haben würde, brauchen wir 
diese Einschränkung weiterhin nicht besonders hervor- 
zuheben. Wegen der vorliegenden vektoriellen Multi- 
plikation muß auf die Reihenfolge der Faktoren G und B 
geachtet werden, und es soll die Festsetzung ge- 
troffen werden, daß der Dividend durch Multi- 
plikation des Quotienten mit dem Divisor, bei 
welcher der letztere an zweiter Stelle steht, 
erhalten wird. 

Wir können nach geeigneter Wahl von i und j 
schreiben : 

b = 6it, 

so daß aus Gleichung (1) folgt: 

xb^ = a^ ^ 

^3 ^1 = «2 , 

^2 = . 
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Für e^ erhalten wir hieraus keine Bedingung, c^ ist völlig 
willkfirlich. Die Lösung ist also: 

^ = ? + ?^ + ^ii 

und wegen der Unbestimmtheit von q in bezug auf die 
Komponente des Yektorteües von C, welche in die Rich- 
tung des Divisors fällt, unendlich vieldeutig. 
Ein spezieller Fall ist: a = b , d. h. 

ai = 61 , «2 =* ö j 

ß) A sei eine skalare Größe = a : 

a 

a = {x + c)i . 

Da a eine skalare Größe ist, kann auch rechts nur 
ein skalarer Ausdruck stehen; daraus folgt, daß x = 
sein muß imd die Multiplikation von c und b skalar aus- 
zuführen ist. Unter Beibehaltung derselben Einheits- 
vektoren i, i, I folgt: 

während Cg und Cg willkürlich sind. Die Lösung: 

G=—i + c^\ + c^l 

Ist nur bis auf einen additiven, zur Richtung des Divisors 
senkrecht stehenden Yektor von beliebiger Größe ein- 
deutig. 



Division von Vektoren. 



45 



Ein spezieller Fall hiervon ist: a = 1 , d. h. 

Yon der vorliegenden Vieldeutigkeit machen wir uns 
frei, wenn wir die Festsetzung treffen, daß der reziproke 
Wert eines Vektors die gleiche Richtung wie der 
Vektor haben soll; der absolute Betrag ist dann der 
reziproke Wert des absoluten Betrages des Divisors. 

Es entsteht nach dieser Festsetzung sofort die Frage, 
ob die Division mit einem vektoriellen Divisor ersetzt 
werden darf durch skalare oder vektorielle Multiplikation 
des Dividenden mit dem reziproken Divisor. 

Wir betrachten wieder die Fälle oc) und ß) einzeln: 

a) A ein Vektor = a . 

Es ist 



1 
b 



at 



a. 






und 



1 



^1 



a 



1^ 
"b 



a 



--^I = - 



\ 



Lb 



a 



Durch Subtraktion folgt: 



i«+ 



LT" 



=s+?'=«--'-f 



^l 



ß) Ä eine skalare Größe ==s a : 
a— = —i = C — c^\ — c^l = - — Co'i — c^l , 



eine vektorieUe Multiplikation gibt es nicht. 
Es folgt daraus der Satz: 
Die Division mit einem vektoriellen Divisor 
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ist gleichbedeutend mit der Summe der skalaren 
und der vektoriellen Multiplikation des rezi- 
proken Divisors in den Dividenden, wenn die 
Festsetzung getroffen wird, daß die im Resultat 
der Division vorkommenden willkürlichen, ad- 
ditiven Yektoren gleich Null gesetzt werden 
sollen. 

Beispiele: 

-7— = ^- (a b) = a cos(a b) i = (a i) t = «1 1 , 

wenn b in die Richtung i fällt, und 

i?J = i[ai]-f [i[ai]] = a — {ai)\==a^i + a^l . 

Diese beiden Beziehungen zeigen, daß, wenn ein vektorieller 
Faktor eines gegebenen skalaren oder vektoriellen Produktes 
bekannt ist, von dem anderen Faktor nur die Komponente in Rich- 
tung, resp. senkrecht zur Richtung des bekannten Vektors 
bestimmt ist. Aus der Kenntnis beider Produkte dagegen 
und des einen Faktors läßt sich der andere eindeutig berechnen. 

§ 17. Differentiation eines Tektors nach einer 

slialaren Crröße. 

Der Vektor a, der sich auf eine bestimmte Stelle 
des Raumes (a?, «/, z) beziehen mag, sei eine Funktion 
der Zeit t . Er sei, im Bildraum mit den Achsen t , i , f 
dargestellt, zm' Zeit t = t^ gegeben durch 

a = «1 i + % i + «3 f . 

Die Änderung des Vektors während des Zeitelementes 
dt an derselben Stelle (a: , 7/ , z) ist dann durch 

dt ~~dJ^'^ dt^'^'dJ^ 
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gegeben, da die Abbildung in demselben Abbildungsraum 
geschieht d. h. die Achsen t, j, f unabhängig von der 
Zeit sind. Diese Änderung kann man als lokale Ändenmg 
mit der Zeit bezeichnen, indem hier zunächst von einer 
gleichzeitigen Änderung des Ortes x^ y , x abgesehen ist, 
wovon später (§ 22) die Rede sein soU. 

Bei mehrfacher Differentiation gilt entsprechend: 

dV' dV^ ^"^ dV' ^"^ dV' 

Die Differentiation von Produkten folgt den bekannten 
Regeln der Analysis. Es ist 

__^_^ai-{a + da){b + db)}=^-b + j^a 
und 



'^^"^' = i<[«f'] - [(« + <^fl)(t' + '^ö)]) = 



da^ 
b 



+ 



dh 
[""diV 



dt dt^ ' idt 

im letzteren Fall muß, den Regeln der Yektormultipliklation 
entsprechend, auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet 
werden. 

In gleicher Weise läßt sich die Änderung des Vek- 
tors a, bei Änderung irgend eines skalaren Argumentes 
von a, aus der Änderung der Komponenten berechnen ; so z. B.: 

d X dx d X d X ' 

Der Differentialquotient eines Einheitsvektors 5 (t) 
nach seinem skalaren Argument ist ein Vektor, der auf 
dem Einheitsvektor senkrecht steht. Denn die Differen- 
tiation der Bedingung, daß 5 ein Einheitsvektor ist, näm- 
lich der Gleichung: 

52= 1 
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Dach seinein skalaren Argument ergibt: 

d. h. ä und da sind zwei aufeinander senkrechte Vektoren. 
Das gilt natürlich nur so lange, als die Größe des Einheits- 
vektors die Einheit bleiben soU. Es ist im Gegensatz 
hierzu die Formel anzumerken: 

^ / V d , _^ .da , da 



dt^ ' dt^ ' dt ' dt' 

worin wieder ä und da aufeinander senkrecht stehen. 

Ist a der Größe und Eichtung nach der Radiusvektor 
einer durch die Polarkoordinaten r und q) dargestellten 
ebenen Kurve, so daß 

= Oo + 2'rfa, 
so ist 

da = äda -{- adä ^ 

und durch skalare Multiplikation: 

(day = (da)^ + «2 (da)^ . 

Die analoge analytische Formel lautet: 

{dsy = (dry + r^dcp)^ . 

Es folgt hieraus die Bedeutimg von da, es ist 

I rfä I = dq? 

der Betrag der Winkeländenmg des Vektors a gegen eine 
gegebene Richtung. 

Ist der Vektor a der Ortsvektor eines Massenpunktes 
an der Stelle x, y, x selbst, also 

a = a:i + 2/i + -!, 
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so ist 

das sind die Änderungen des Vektors, wenn wir von 
Punkt X, y ^ z übergehen zu dem Punkt x + dx, t/ , z^ 
resp. x^y -\- dy, z, oder x, y , z -\- dz ^ dividiert durch 
die jedesmalige Entfernung des neuen Punktes vom alten. 
Gehen wir von (x^ y ^ z) zu dem Punkt (xj , i/i > ^i) ? 
dessen Lage zu dem Ausgangspunkt durch das Element 
da^ dc'l gegeben sein mag, so ist die Änderung des 
Vektors a auf diesem Wege pro Längeneinheit 

l' de 

gleich einem Einheitsvektor, dessen Richtung mit der der 
Vektoränderung, oder der der Bahntangente des Vektors, 
in dem Punkte x^ y^ z zusammenfällt. 

Bewegt sich der Massenpunkt von {x^y ^z) auf einer 
Kurve G= Sd^ und ist der Ort des Punktes auf der 
Kurve gegeben durch die auf derselben gemessene Ent- 
fernung s von einem beliebig gewählten Kurvenpunkt, so 
ist da^tde = d^ eine Funktion von s , und 

da d^ 



de ds 



= d^ 



wenn ds = \d^\ gesetzt wird. Der absolute Betrag der 

. ds 

Geschwindigkeit des Punktes in der Kurve sei v = — , 

dt 

dann ist die Geschwindigkeit selbst der Richtung imd Größe 

nach, d. h. die zeitlicheÄndemng des Vektors a gegeben durch : 

da d^ ds 



dt ds dt 

Valentiner, Vektoranalysis. 



= d^v = \) 
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Der Yektor der Beschleunigung ist dargestellt durch: 

dt) dd^ o . j^^^ 
b = — = 1;2 + rf§ — . 

dt ds dt 

vektor, muß senkrecht stehen zu dem Einheitsvektor d^ . 
d d§ gibt die Richtungsänderung der Tangente, wenn wir 
auf der Kurve von x, y , x zu x^^ y^^ z^ weitergehen 
(vgl. Fig. 8). Die Normalen in der Ebene des Krummungs- 
kreises zu den Tangenten in diesen beiden Punkten schneiden 
sich im Krümmungsmittelpunkt. Die vektorielle Änderung 
des Krümmungsradius vom Punkt (x^y^x) zu {x^ ? ^i j ^i) ist 

dyi = d§ = dhd8 




n-^A^n+d^. ds 



Fig. 8. 

und steht senkrecht auf dem Krümmungsradius 91 im 
Punkt (a; , y ^ x)\ also ist d d^ parallel zu SR , aber ent- \ 
gegengesetzt gerichtet. Aus der Ähnlichkeit der Yektoren- 
dreiecke folgt ferner: 
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also: 



und: 



dd^ 


ds 


1 


JR ' 


dd^ 
ds 


1 
91 


^2 


^.^^ 



3i ' di 



Diese Form enthält die bekannte Zerlegung der Beschleu- 
nigung in einen tangentialen Teil d^^- und einen zur 

.,2 dt 

Bahnkurve normalen Teil — — . 

§ 18. Satz Tom kleinsten Eoppelmoment. 

In den Anwendungen auf die Statik, § 11, wurde ge- 
zeigt, daß die Größe und Richtung des Koppelmomentes durch 
Änderung des Bezugspunktes, d. h. des Angriffspunktes der 
resultierenden Einzelkraft, geändert wird. Es soll nun die 
Bedingung dafür aufgesucht werden, daß das resultierende 
Koppelmoment den kleinsten möglichen Wert annimmt. Es 
wird also der Vektor a gesucht, für welchen 

(1) r=i'[p,^i-2[a^;\ 

ein Minimum wird. Durch skalare Multiplikation mit ^ folgt: 
(2) r« = 2'[t).«ßJ.r + a2'[r$J. 

Soll der absolute Betrag von ^ ein Minimum werden,- so muß 
es auch Ä^* werden; die Bedingung lautet daher: 

da ^' 

4* 
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oder 

(3) -2:[t,„?J = [S„.^515J=0'), 

d. h. es ist die Richtung des resultierenden kleinsten Koppel- 
momentes Ä„, parallel zur Richtung der resultierenden Einzelkraft. 

Die Größe des kleinsten resultierenden Koppelmomentes 
ergibt sich aus der Größe und Richtung des resultierenden 
Momentes 

Ä = 2:[p.«p.] 

mit dem Bezugspunkt, von dem aus die Strecken p^ gerechnet 

werden, durch skalare Multiplikation der Gleichung (1) mit 
fR = 2* <p . . Es folgt aus (1) : Ä !R = r 0i , oder wenn wir statt t' 

das kleinste Moment Ä^^ einsetzen, da ^,„ und di parallel sind : 
X„,5 = tfH oder K,^^ = ^W. 

Hat mau also ein gegebenes Kraftsystem am starren 
Körper zu einer an dem beliebig gewählten Punkt an- 
greifenden resultierenden Einzelkraft di und einem resultieren- 
den Koppelmoment ^ zusammengefaßt, so ist das kleinste 
resultierende Koppelmoment der Größe und Richtung nach 
gleich der senkrechten Projektion von ^ in die Richtung der 
Einzelkraft 9^ . 

Um endlich den Angriffspunkt der Einzelkraft für den Fall 
des kleinsten Koppelmomentes zu finden, multiplizieren wir 
Gleichung (1), in der wir nun £'' durch Ä,„ ersetzen, vektorisch 
mit 9^, dann kommt: 

= [t 91] — [[a SR] 5R] , 
oder 



Für die Differentiation eines Vektors nach einem Vektor 
sind freilich bis hierher noch keine Regeln abgeleitet worden ; 
in dem vorliegenden einfachen Fall können wir uns indessen 
leicht von der Richtigkeit der Gleichung (3), die durch Diffe- 
rentiation von (2) nach a gewonnen ist, überzeugen, wenn wir 
an Stelle des Differentialquotienten den Differenzenquotient 

■j^{d^a+da) — ^^tfl)) ^^^^^^ ^^^ ^^^^ setzen. 
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oder 

Nun kann man ohne Änderung des Koppelmomentes den 
Angriffspunkt in Richtung der resultierenden Einzelkraft ver- 
schieben, d. h. man kann zum Vektor a einen beliebigen, zu 

91 parallelen Vektor hinzuaddieren, also auch — 91 (a9i) , ohne 
daß man an seiner Bedeutung, einen Bezugspunkt des kleinsten 
Koppelmomentes zu definieren, etwas ändert. Es liegt also 
der zum kleinsten Koppelmoment gehörige Angriffspunkt der 
resultierenden Einzelkraft in der zur Richtung der Resultante 
parallelen Geraden, welche durch den von dem Vektor a defi- 
nierten Punkt geht, wenn der Vektor 

ist und von dem zu £ gehörigen Angriffspunkt ausgeht. 

§ 19. Zentralbewegung. 

Zwischen zwei Punkten mit der Masse m und M möge 
in Richtung ihrer Entfernung eine von der Entfernung ab- 
hängige Kraft wirksam sein. Dann lautet die Gleichung der 
Bewegung des Massenpunktes w* um den Massenpunkt M, 
wenn r die Entfernung der Punkte der Richtung und Größe 
nach definiert und F{r)x die auf die Masseneinheit bezogene 
Kraft darstellt: 

(1) ^dF^ "* MF(r) X . 

Diese Vektordifferentialgleichung zweiten Grades der 
Zentralbewegung, die wiederum drei Gleichungen in gewöhn- 
licher Schreibweise äquivalent ist, erfordert zur Auflösung 
zwei Vektorintegralgleichungen oder eine Vektorintegral- 
gleichung und drei gewöhnliche Integralgleichungen oder 
endlich sechs gewöhnliche Integralgleichungen. Eine Vektor- 
integralgleichung liefert der Flächensatz. Um diesen zu 
erhalten, multiplizieren wir Gleichung (1) vektoriell mit r, 
dann ist 
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m 






= mMF{r)[xx] = . 



Die linke Seite können wir schreiben: 



m 



( 



dt 



dt 



dl dx 



)- 



m 



dt 



dx 



Es ist also 
(2)- 



dx 
'dt 



= const. = 2t , 



eine Vektorintegralgleichung. 21 ist ein konstanter Vektor, der auf 

dx 
X und -TT senkrecht steht, und dessen absoluter Betrag dem 

»^ dr 

doppelten Flächeninhalt des Dreiecks mit den Seiten r und -j- 

dt 

gleich ist. Dieses Dreieck ist die vom Radiusvektor (der 
Verbindungslinie der beiden anziehenden Punkte) in der Zeit- 
einheit überstrich ene Fläche. Man nennt 21 die Flächen- 
geschwindigkeit der Masse m. Die Flächengeschwindig- 
keit ist bei der Zentralbewegung konstant. Da 21 
ein Vektor ist, der auf der Ebene der Bahntangente und der 
Verbindungslinie senkrecht steht, so sagt der Satz aus, daß 
jede Zentralbewegung eine ebene Bewegung ist. 
Da 

A = r • t; • sin(r , ö) , 

dx 
wenn -j- = b gesetzt wird, und r • sin(r , ö) gleich der Länge 

der Normalen von dem anziehenden Massenpunkt auf die 
Bahntangente ist, so gilt der Satz: 

Die Geschwindigkeit in irgend einem Punkte der Bahn 
ist umgekehrt proportional dem senkrechten Abstand der Bahn- 
tangente in diesem Punkt von dem anziehenden Massenpunkt. 

Eine skalare Integralgleichung der obigen Differential- 
gleichung erhalten wir aus dem Prinzip der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. Wir multiplizieren die Gleichung 
skalar mit 



(3) 



dx dx _dr 

^~^~di'^^dt 



Die skalare Multiplikation mit dem ersten Glied, einem 
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Vektor, der auf r senkrecht steht, ist Null, es bleibt daher 
als Resultat: 

oder, da t* = 1 , 

oder 

i t?« = MjF{r) dr + const. , 

eine Q-leichnng, die den absoluten Betrag der Greschwindigkeit 
als Funktion der Entfernung gibt, ^mv^ ist die kinetische 
Energie, —mMjF(r) dr die potentielle Energie; die Gleichung 
sagt aus, daß die algebraische Summe der Energien 
bei der Zentralbewegung konstant bleibt. 

§ 20. Differentiation einer Skalaren nacli einer 
Sli^alaren in einer vorgegebenen Biclitnng. 

(Totale Differentiatioii einer skalaren Funktion 
mehrerer Yariabeln.) 

Das totale Differential einer skalaren Funktion von 
zwei und mehr Yariabeln ist aus einem Yektor ableitbar. 
Zum besseren Yerständnis nehmen wir ein Beispiel zu 
Hilfe. Der Druck p eines Gases, dessen Zustandsgleichimg 
f{jp, v, #) =* bekannt sei, ist bestimmt durch das 
spezifische Yolumen v und die absolute Temperatur i?; 
die Änderung des Druckes hängt von der Änderung dieser 
beiden Größen ab. Wir tragen den Di'uck auf der «- Achse, 
das spezifische Yolumen auf der a:- Achse, die Temperatur 
auf der «/-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
ab, dann stellt f(p, v^ i?) = die bekannte Fläche dar, 
deren Punkte das Ensemble aller möglichen Zustände des 
betreffenden Gases bilden. Wenn wir von einem be- 
liebigen Pimkt i?o j ^0 7 ^0 2^ ^^™ benachbarten p^j v^ , 'd^ 
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auf der Fläche übergehen, so ist die Gesamtänderung 

des Druckes durch die Richtung und Entfernung bestimmt, 

in welcher , f^ , i>i zu , Vq^ '&q liegt. In der zur xx- 

Ebene parallelen Richtung, in ^^ elcher nur v mit p sich 

ändert, '& aber konstant bleibt, ist die Änderung von j9, 

(ep\ 
bezogen auf die Längeneinheit I-ö— I ? in der zur yz- 

/dp\ 
Ebene parallelen Richtung (-y-q^ I , wobei durch den Index 

die konstant zu haltende Größe angemerkt ist. Diese 
beiden Änderungen können wir als die zueinander senk- 
rechten Komponenten eines in der xy -Ebene gel^enen 
Vektors ansehen, welchen wir durch b'^ bezeichnen wollen ; 
wir können also schreiben: 



b>-^(- 



SvU'^\d§lJ 



Es stellt dies einen Ausdnick dar, aus dem wir die 
Änderung pro Längeneinheit von p in irgend einer der 
X «/-Ebene parallelen Richtung ebenso ableiten können, wie 
wir die Größe einer Kraft (oder irgend eines anderenYektors) 
in einer bestimmten Richtung aus der in der Kraftrichtung 
gegebenen Größe der Kraft ableiten. Wir multiplizieren 
zu diesem Zweck den Vektor skaJar mit dem Einheits- 
vektor der vorgeschriebenen Richtung: 

dnn = dv ' X -]- dd' • i . 

Die Ändening Vp in der Richtung n ist also gegeben durch 



Nun ist 




dv/^dn xdd'lxidn 



■''-(If); 
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nichts anderes als das totale Differential der Funktion p 
von d' und v. Danach ist 

an 

Das totale Differential erscheint also hier als die Pro- 
jektion des Vektors 

auf die Sichtung dv\ + d§\^ oder als die Projektion der 
größten auf die Längeneinheit bezogenen Änderung von 
p auf die Richtung, welche durch die willkürlich gegebene 
Größe der Änderungen dv und dd' bestimmt ist. 

Es sei z. B. gefragt nach der Änderung des Druckes in 
Richtung der Adiabate, d. h. nach der Änderung des Druckes 
ohne Zufuhr oder Ableitung von Wärme aus dem System, 
oder mit anderen Worten, nach der Änderung des Druckes 
längs einer Linie, deren Punkte gleichen Entropiewerten ent- 
sprechen. Die Änderung soll also so geschehen, daß die Än- 
derung der Entropie 8 Null ist, d. h. 

Da nach bekannten Gleichungen der Thermodynamik 

/^g \ __ c^ 

ist, worin c» die spezifische Wärme bei konstantem Volumen 
bedeutet, so lautet die Bedingung: 



J«+(^> = 0. 



Daher ist die in die ccy- Ebene projizierte Richtung, in welcher 
die Änderung von p bestimmt werden soll. 
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und die Änderung selbst 

woraus für den Fall idealer Gase, deren Zustandsgieichung 
pv = {c — c^) '& ist, die bekannte Beziehung für adiabatische 

Änderung folgt: 

p ( — I = const. 

§ 21, Die Operation V bei skalarem Argument. 

Dieselbe Betrachtung, die wir im vorigen Paragraphen 
für das Differential einer skalaren Funktion von zwei 
Variablen durchgeführt haben, läßt sich auch für den Fall 
der Abhängigkeit von drei und mehr Variablen anstellen. 
Enthält die skalare Funktion mehr als drei Variable, so 
erfordert freilich diese Behandlungsweise eine Erweite- 
rung des Vektorbegriffes, nämlich die Definition eines 
Vektors in einem mehr als dreidimensionalen Raum. Da eine 
solche Erweiterung die eigentliche Aufgabe der bequemen 
und anschaulichen Formulierung geometrischer Betrach- 
tungen nicht fordert, sondern vielmehr nur logisch formales 
Interesse bietet, legen wir dem Folgenden eine skalare 
Fimktion zugrunde, die von drei reellen Argumenten abhängt. 

Die Funktion sei V(x, y, z). Die drei Variablen 
X, y y X fassen wir als die Koordinaten eines Punktes im 
Eaum mit den zueinander senkrechten Achsen x, y^ x 
auf und tragen in jedem Punkt des Raumes den Wert 
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der Funktion V für diesen Punkt ein. Gehen wir von 
einem Punkt Xq^ y^, Xq zu dem benachbarten x^, y^^ x^ 
über, so ändert sich V von Vq zu Y^ ; und diese Änderung 
von V i^t wieder von der Eichtung, in der wir vor- 
gegangen sind, abhängig. Die Änderungen in Eichtung 
der Koordinatenachsen sind 

dV dV dV 



dx ^ dy ^ dx ^ 

dieselben können als Komponenten des Yektors 

dV dV dV 

ax cy ox 

angesehen werden. Um die Bedeutung dieses Yektors 
zu erkennen, brauchen wir nur an eine selbstverständ- 
liche Eigenschaft aller Yektoren zu erinnern. Jeder 
Vektor (z. B. die Kraft) ist seinem absoluten Betrage nach 
größer als seine Projektion in irgend einer Eichtung. 
Die Änderung, die durch den absoluten Betrag von b' V 
angegeben ist, ist in der Eichtung des Yektors b' V am 
größten. Oder der Yektor b' V gibt der Größe und Eich- 
tung nach die größte, auf die Längeneinheit bezogene 
Änderung der Funktion V an. Man bezeichnet diesen 
Yektor als den Gradienten der skalaren Größe an 
der Stelle x, y, x und schreibt ihn: 

grad V oder nach Hamilton V V ^). 



*) Das Zeichen F ist der Form eines althebräischen 
Saiteninstrumentes nachgebildet, welches nabla genannt wird. 
Häufig findet man für den Yektor in entgegengesetzter 
Richtung das Zeichen: grad F angewendet. Andere Yorschläge 
zur Nennung des Zeichens V sind „del" (Gibbs -Wilson) und 
„Atled" (üinkehrung von delta), die indessen nicht Eingang 
gefunden haben, „del" dürfte der Einsilbigkeit und bequemen 
Aussprache halber ganz empfehlenswert sein. 
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Das auf die Längeneinheit bezogene totale Differential 
in der durch die Größen dx, dy, dx bestimmten Richtung 
erhalten wir durch skalare Multiplikation des Vektors 
mit dem Einheitsvektor 

,dx , ,dy , dz 
dn dn dn 

der gegebenen Richtung; es ist 

.r7T. -. dV dV dx dV dy dV dz 



dn dx dn dy dn dxdn ' 

{VVn) ist Null, wenn die Richtungen der beiden Vek- 
toren des Skalaren Produktes senkrecht zueinander stehen, 
d. h. wenn die größte Änderung von V in einer zu n senk- 
rechten Ebene liegt. Die größte Änderung von V im 
Punkte x^y^z geschieht also in einer Richtung, die senk- 
recht steht auf der Tangentialebene einer Fläche gleicher 
Werte von F; man nennt diese Fläche Niveau- oder Äqui- 
potentialfläche und kann sagen: Der Oradient steht 
senkrecht zur Niveaufläche der FunktionFim be- 
trachteten Punkt X, y, X, 

Sehen wir von der Bezugnahme auf die Längeneinheit 
ab, so können wir sagen: Das totale Differential der 
skalaren Funktion F in der Richtung 

a = ai i -I- Og i + «3 1 

ifet das skalare Produkt des Vektors VV in den 
Vektor a, also (aVV) oder (PF«a), worin 



dx dy dx 

ist. Statt dessen können wir symbolisch auch schreiben 
(a F) F, wobei aber besonders hervorgehoben werden mag, 



Die Operation F bei skalarem Argument. 61 

daß in der Klammer (aV) die beiden Zeichen nicht mit- 
einander vertauscht werden dürfen, um nicht zu Mißver- 
ständnissen Anlaß zu geben ; wie wir bald sehen werden, 
hat nämlich (Vq) als eine Differentialoperation an dem 
Vektor a eine andere bestimmte Bedeutung. Es bezeichnet 
also a • P den Differentialoperator 

d e d 

«iirr + «2 ITT + % 



dx " cly ^ dz' 

Aus der Bedeutung des Zeichens V geht unmittelbar 
hervor, daß 

F(/7+ F) = FZ7+ PF, 

V{UV)= VVU+ UVV, 

und wenn c eine Konstante ist, 

F(cU)=:^.cFU. 

Die inverse Operation, d. h. die Integration des 
Gradienten längs eines Weges, ergibt: 

fvv.dn= V,-V,, 

1 

entsprechend der Formel in gewöhnlicher Schreibweise: 

2 

^^^ dn==V^ -V,, 



du 



Man nennt dieses Integral das Linienintegral des 
Vektors PF oder des Gradienten von F. Für irgend zwei 
Wege mit demselben Endpunkt hat dieses liinienintegral 
den gleichen Wert. Es ist daher das Linienintegral eines 
Gradienten über einen geschlossenen Weg gleich Null, 
umgekehrt folgt aus der Bedingung, daß jedes Linien- 
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integral eines Yektors über einen geschlossenen Weg Null 
sein soll, daß der Vektor als der Gradient einer skalaren 
Größe darstellbar ist. Wenn nämlich das Linienintegral 
über eine geschlossene Kurve Null ist, so kann das 
Linienintegral über ein Kurven stück nicht vom Wege 
abhängen, sondern muß eine Funktion der Endpunkte 
sein, also 

jXds = V{x^ 2/1 z^) — V{Xq 2/0 «0) • 

ro 

Wir können die Endpunkte der beiden Vektoren t^ , tj 
beliebig nahe zusammenrücken, so daß links nur ein Glied, 
rechts ein Differential stehen bleibt: 

Xds = dV, 

Xds ist also das totale Differential einer skalaren 
Größe F, dieses ist aber das Produkt des Gradienten von V 
in die Richtung, in der das totale Differential genommen 
werden soll. Es ist also 

Xds = gra.dV'd^ . 

§ 22, Differentiation eines Vektors nach einer 
skalaren Größe in einer yorgegebenen Richtung. 

(Totale Differentiation eines Vektors.) 

Die Änderung eines Vektors SS bei Änderung seiner 
unabhängigen Argumente x, y, z setzt sich zusammen 
aus den Änderungen seiner Komponenten. Hat der Vektor 
an der Stelle Xq, i/q , Xq den Wert 

und an der Stelle iCi , 2/1 > ^1 ^^^ Wert 
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so gilt 

SB - S8'= (F, - Vi)i + (V,-rQi + (Fs - rs)i . 

Die auf die Längeneinheit bezogene Änderung des Vektors 
in einer vorgegebenen Eichtung 

a = % t + 02 i + «3 ! 

ist also gleich der vektorischen Summe der auf die Längen- 
einheit bezogenen Änderungen der Komponenten in der 
vorgegebenen Eichtung: 

« S' + SiH-g. 

= (aF)rii + (äF)F2i + (äF)r8!. 

Statt dessen wird symbolisch ohne MLßverständlichkeit 
(ä F) SS geschrieben. Das totale Differential eines 
Vektors in der Richtung a ist daher durch den 
Ausdruck (aF)SS gegeben. 

In § 1 7 haben wir die zeitliche Änderung eines Vektors 
an der Stelle x, y, x berechnet. Ist der Vektor SS als 
Funktion von x, y, z bekannt, so stellt danach der 

5SS 
Wert -^ die lokale Änderung des Vektors dar. Es 

sei nun der Vektor SS der Ausdruck einer Eigenschaft 
eines materiellen Trägers an der Stelle x^y^x; und es 
sei nach der Änderung dieses auf denselben Träger be- 
züglichen Vektors in dem Zeitelement gefragt, in welchem 
der Träger von x^y, x zu der benachbarten Stelle in der 
Entfernung dx = t)» di sich bewegt. Die Änderung des 
Vektors in der Richtung dt ist nach dem Ebengesagten 

(dxF)^. 

Die gesuchte gesamte Änderung des Vektors in 
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der Zeiteinlieit^^ setzt sich, wenn man von unendlich 
kleinen Grrößen höherer Ordnung absieht, aus diesen beiden 
Teilen zusammep, nimmt also die Form an: 

Im Gegensatz zu dem ersten Glied auf der rechten 
Seite, der lokalen Änderung mit der Zeit, bezeichnet 
man das zweite als die stationäre Änderung. Ist 
nämlich das erste Glied Null, d. h. ist die durch den 
Vektor SS angegebene Eigenschaft nur eine Funktion des 
Raumes und wird immer auf den gerade ankommenden 
materiellen Träger übertragen, so spricht man von einer 
stationären Strömung. 

In gleicher Weise ergibt sich als gesamte zeitliche 
Änderung einer skalaren Eigenschaft V eines materiellen 
Trägers, der seinen Ort mit der Geschwindigkeit b ändert, 
der Ausdruck: 

§ 23, Die Operation f^ bei Tektorlellem Argument. 

Die Anwendung des Hamiltonschen Opemtors: 

^ e e d 

F = i — + i— + f 
öx cy 



/v 

/V 



auf Vektoren führt zu Formeln von physikalischer Wichtig- 
keit. Es ist 

oSS ^9? c)S 

|7Sß = i^+i^ + I^ 
cx öy dz 

zunächst nur eine symbolische Schreibweise, die einer 
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näheren Definition bedarf. Führen wir in die Gleichung 
die Yektorkomponentcn ein, so kommt: 

[ox ex dx } 

(dz . dx dz ) 

und es entsteht die Frage, wie die Multiplikation zwischen 
je zwei vektoriellen Faktoren zu verstehen sei. Wegen 
der hier vorhandenen Zweideutigkeit sind beide Fälle zu 
untersuchen: die skalare und die vektorielle Multiplika- 
tion; um Mißverständnisse zu vermeiden, schreiben wir 
die skalare Multiplikation FSS oder (FSS) oder P«SS, 
die vektorielle [P 3J] oder F X SS . 

Es folgt nach den Regeln der skalaren Multiplikation : 

c'F. ar« ar, 

ex dy c% 

ein sehr einfacher und wichtiger Differentialausdruck 
zwischen den Komponenten des Yektors. V SS ist offenbar 
eine skalare Größe. 

Nach den Regeln der Vektormultiplikation ergibt sich: 



by 

statt dessen können wir die formale Schreibweise be- 
nutzen: 

Valentiner, Vektoranalysis. 5 



■•"Hcix a«/' 
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[vm = 



• 


t 

1 


I 


e 


d 


a 


dx 


dy 


dx 


Vx 


V. 


Vz 



Sie hat eine ähnliche Form wie das Vektorprodukt zweier 
Vektoren; d er Hamiltonsche Operator spielt durch- 
aus die Rolle eines gewöhnlichen Vektors, und 
es kann bei der Rechnung mit diesem Operator genau 
nach den gleichen Regeln verfahren werden, als ob das 
Zeichen V ein selbständiger Vektor sei. 

§ 24. Die Skalare Operation V bei Tektoriellem 
Argument. Integralsatz Ton Qanß, 

Um die physikalische Bedeutung der Differential- 
produkte abzuleiten, wenden wir diese Symbole auf be- 
kannte Beispiele an. Zunächst soll es sich um F» 
handeln: 

In § 13 wurde als Beispiel eines skalaren Produktes 
dreier Vektoren die mit „Kraftfluß eines Vektors" be- 
zeichnete Größe eingeführt. Danach ist der Eraftfluß 
des Vektors 9S durch ein Flächenelement do von vor- 
gegebener Richtung gleich dw = SS • c?o . Es sei nun 
die Aufgabe gestellt, den Kraftfluß des von den Orts- 
koordinaten abhängigen Vektors SS durch eine beliebig 
vorgelegte, geschlossene Fläche mit den Elementen rfo, 
deren Normalen nach außen gerichtet sein mögen, zu 
berechnen. Der Kraftfluß ist 

(1) w =/35 • do =/(Fi dydz + V^ dxdx + Fg dxdy) . 



V\ dy dz ist der Kr^tfluß des ^Vektors SS an der Stelle 
x^ y^ X durch die Projektion von do in die i/s;- Ebene. 



Die skalare Operation P bei vektoriellem Argument usw. 67 

Wir greifen ein bestimmtes Oberflächenelement do 
an der Stelle x, y, z des Eaumes heraus und errichten 
darüber als Basis einen zur yx -Ebene senkrechten Zy- 
linder, der also in der yz -Ebene die Projektion, dydz, 
von do herausschneidet und die der Betrachtung zu- 
grunde gelegte Fläche mindestens noch eimnal, jedenfalls 
aber eine gerade Anzahl mal durchsetzt. Der erste Teil 
des Integrals erfordert eine Summierung der Projektionen 
sämtlicher mit V^ multiplizierter Oberflächenelemente auf 
die yz-Ebene. Diese Summierung führen wir in der 
Weise aus, daß wir zunächst die Summe der mit dem- 
selben dydz multiplizierten V^ büden und dann diese 
Beträge über die ganze yz -Ebene summieren. 

Das Durchsetzen mag an den Stellen Xq, a^ , a^^ 
Xq .., geschehen. Ist an der Stelle Xq der Wert von T\ 
gleich Vl^\ so ist er an der Stelle x^ gleich 



/ 



»1 



an der Stelle a:^ entsprechend 



/ 



^dx + Vi'^^ usf. 



dx 

Bei der Summation aller auf dydz bezüglichen Werte 
von Fj müssen wir nun bedenken, daß die Normalen 
der Projektionen der Oberflächenelemente an zwei auf- 
einanderfolgenden Durchsetzungsstellen entgegengesetzte 
Richtung haben infolge der Festsetzung, daß die Nonnalen 
der geschlossenen Fläche sämtlich nach außen gerichtet 
sein sollen. Das eine Mal ist also dydz mit dem posi- 
tiven, das andere Mal mit dem negativen Zeichen zu ver- 

5* 
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sehen. Die Summe hat daher, da ^ir wegen der ge- 
troffenen Festsetzung der Normalenrichtung an der ge- 
schlossenen Fläche die Normale der Projektion des 
Oberflächenelementes an der ersten Durchsetzungsstelle 
in der negativen a:- Richtung annehmen müssen, den 
folgenden Wert: 

Xq 3^2 

Die mit dydz midtiplizierte Summe 8 von Integralen 

ist gerade die Summe aller mit-^-^ multiplizierten Volumen- 

demente cf t , die in dem Zylinder über der Basis dy dz inner- 
halb der betrachteten Oberfläche liegen. Das Integral 

fSdydz 

ausgedehnt über die ganze Ebene y% ist daher die Summe 

aller mit -. — multiplizierten Volumenelemente, die inner- 

halb der vorgelegten Oberfläche liegen. Wir schreiben 
infolgedessen : • 

(2) fv^ dydz =fsdydz =^j^-^^dxdydx ^j^-p-dr . 

Ebenso gilt: 

/ K dx dz = I ^r-^ dt 
J ■ J cy 

jV^dydx^j -^ dz . 

Dui'ch Addition folgt: 
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Der Kraftfluß eines Vektors SS durch eine ge- 
schlossene Oberfläche ist gleich dem Integral 
über die mit FSS multiplizierten Yolumenele- 
mente des von der Oberfläche eingeschlossenen 
Kaum es. Schließt die Oberfläche nur ein Yolumen- 
element ein, so können wir sagen, der Kraftfluß des 
Yektors SS durch die Oberfläche eines unend- 
lich kleinen Yolumenelementes, bezogen auf die 
Yolumeneinheit, ist die auf den Yektor SS skälar 
ausgeübte Hamiltonsche Operation P; es ist 

(4) FS} = Lim ^ . 

(dt = 0) «T 

Statt dessen können wir sagen : FSS ist die auf die Längen- 
einheit bezogene Änderung des von SS herrührenden j auf 
die Flächeneinheit bezogenen Kraftflusses, wenn wir in 
der Richtung des Yektors vorgehen. Die Gleichung (3) 
ist bekannt unter dem Namen: Integralsatz von Gauß 
und gibt die Transformation eines Flächenmtegrals in ein 
Raumintegral oder umgekehrt. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, daß 
das Yorzeichen von FSS von der Festsetzung der Rich- 
tung der Flächennormale abhängig ist; daß FSS also eine 
pseudoskalare Größe ist. Wir wollen stets an der obigen 
Bestimmung festhalten. 

§25. Anwendangen. Die Bezeiclinung Diyergenz. 

Ist durch den Yektor SS ein Wärmestrom in einem 
Körper der Richtung und Größe nach bezeichnet, d. li. die 
Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch die zur Rich- 
tung von SS senkrecht gelegene Flächeneinheit hindurch- 
tritt, so ist die Wärmemenge, die durch das Flächenelement 
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do von beliebig vorgegebener Bichtung hindurchgeht, der 
Vektorfluß durch dieses Flächenelement, gleich SJ • c?o . 
Der WännefluJß, der durch eine geschlossene Fläche im 
Körper hindurchtritt, ist die Wärmemenge, die in das 
von der Fläche eingeschlossene Volumen eintritt und die 
zur Energievermehrung dieses Volumens dient. Wird in 
dem Volumen keine innere oder äußere Arbeit geleistet, so 
wird die Wärmemenge eine Temperaturerhöhung hervor- 
rufen. Wenn c die spezifische Wärme und q die Dichte 
des Körpers bezeichnet, so ist die Wärmemenge, die eine 

Temperaturerhöhung -^ des Volumens dr in der Zeit- 

einheit bewirkt: c q -7— dr . Dies ist also gleichzusetzen : 
FSS • dr oder: 

P« = .,-^. 

Bezeichnet der Vektor SS eine Flüssigkeitsströmung, 
so ist der Vektorfluß durch eine Fläche gleich der durch 
die Fläche pro Zeiteinheit hindurchtretenden Flüssigkeits- 
menge. Die InkompressibilitätsbedinguDg von Flüssig- 
keiten verlangt, daß in eine geschlossene Fläche nicht 
mehr Flüssigkeit ein- als austritt, d. h. die Menge der im 
ganzen eintretenden Flüssigkeit, der Fluß durch die ge- 
schlossene Hache, ist Null. Die Inkompressibilitäts- 
bedingung lautet also in Vektorschreibweise: 

Ist ein Vektorfeld so beschaffen, daß in Volumen- 
elementen an gewissen Stellen des Raumes P% einen 
von Null verschiedenen Wert anninunt, so wird in diesen 
Elementen ein Teil der durch den Vektor mitgeführten 
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Menge (z. B. Wärmemenge oder Flüssigkeitsmenge) er- 
zeugt oder vernichtet. Im Fall der "Wärmeströmmig ist 
dieses Entstehen oder Verschwinden verstellbar, indem 
der entstehenden resp. verschwindenden Wärmemenge 
eine Abnahme oder Zunahme der inneren Energie des 
Yolumenelementes entspricht. Bei Betrachtung der Flüs- 
sigkeitsströmung, die wir gewohnt sind als inkompressibel 
anzusehen, ist eine solche Yorstellung, weil sie das Ver- 
schwinden oder Entstehen von Materie im Baum erfordert, 
etwas erzwungen, wird aber leicht dadurch vermittelt, 
daß man Materie, die der oberflächlichen Betrachtung 
durch irgend etwas entzogen ist, als nicht vorhanden be- 
trachtet. So kommt man dazu, von solchen Volumen- 
elementen, von denen eine größere Menge durch den be- 
treff enden Vektor fort- als zugeführt wird, als von Quell - 
gebieten und^ Quellpunkten zu reden. Punkte, in 
denen eine größere Menge zu- als fortgeführt wird, nennt 
man Senken (negative Quellen). Die Menge, die 
positiv oder negativ zugeführt wird, also FSS , wird Er- 
giebigkeit, Divergenz, der Quelle genannt. Man 
hat aus dieser Bedeutung an Stelle PS3 das Zeichen 
divSJ abgeleitet, welches allgemein üblich geworden ist. 

§26. Die yektorielle Operation P. Die Botation. 

Um die Bedeutung der Operation [Vfß] zu erkennen, 
knüpfen wir an die schon öfter benutzte GHeichung an: 

Wählen wir als Anfangspunkt von r den momentanen 

Krümmungsmittelpunkt der Bahn des sich bewegenden 

dr 
Punktes, so ist — - = und 

dt 
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dl dx ds 

dt ds dt 

wenn ds ein Element der Bahn ist. Wollen wir auf 
diese Funktion die vektorielle Operation V ausüben, so 
können die darin geforderten Differentiationen beim Über- 
gang zu dem in der Bahn des Mobils benachbart, ge- 

dx 
legenen Punkt sich nur auf den Teil r -j- beziehen, nicht , 

ds 

aber auf die Änderung des absoluten Betrages der Ge- 

ds 
schwindigkeit; -y- ist also hierbei konstant zu halten. • 

dt 

Aus der Bedeutung von r als Krümmungsradius folgt 

weiter, daß 



-dl 

Idti 




-dx 
. ds. 



ds 
~di 



U 



gleichfalls - konstant bleibt, ö können wir aber in die 
Form bringen: 



dt 



zufolge der Identität 



'■§"-»■ 



Es ist also 

[Pö] = -[F[ru]]„ = [P[ur]]„. 

Eine einfache Bechnung zeigt, daß der Klammerausdruck 
rechts sich auf 2 u reduziert., so daß wir erhalten : 



(2) 



[Pt)] = 2 



-dx 
dx 



= 2u. 



Es ist nun nach § 17 -7- die Winkeländerung des 

dt 
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Yektors t in der Zeiteinheit, das also, was man in der 
gewöhnlichen Analysis die Winkelgeschwindigkeit zu 
nennen pflegt. Dieser Begriff besitzt die charakteristischen 
Merkmaleeines Vektors, denn zur Bestimmung der Winkel- 
geschwindigkeit ist neben der Angabe des absoluten Be- 
trages auch die Angabe der Richtung der Drehungsachse 
notwendig. Wir müssen also konsequenterweise die 
Winkelgeschwindigkeit als einen Yektör definieren, der 
auf der Ebene des Krümmungskreises senkrecht steht 

dl 
und dem absoluten Betrag von -z- proportional ist. Der 

Vektor tv der Winkelgeschwindigkeit ist also proportional 

_ dl] 

X -y- . Wenn wir die Größe dieses Vektors gleich dem 
dt J 

doppelten Inhalt der vomEadius 1 in der Zeiteinheit über- 

strichenen Fläche setzen, so bleiben die Resultate, auch in 

formaler Übereinstimmung mit denen der gewöhnlichen 

Analysis. Dann ist 

_ dx 
X 



(3) m = 

und 



dti 



= 11 



(4) [Fü] = 2 m . ■ 

Die Operation V vektoriell auf die momentane 
Geschwindigkeit des Mobils ausgeübt, und zwar 
in Richtung der Bahn, ergibt die doppelte 
Winkelgeschwindigkeit des Mobils im .Krüm- 
mungskreis der Bahn. 

Wegen dieser Beziehung hat man diese Operation als 
Rotation oder Wirbel, curl und Quirl bezeichnet 
und schreibt: 

(5) [Pü] = curlö = rott) . 



74 



Bechnungsregeln der Yektoranalysis. 



Um indessen der Verwechslung zwischen „Rotation des 
Vektors ö" und Rotationsgeschwindigkeit oder Winkel- 
geschwindigkeit, die nur die Hälfte der Rotation ist, vor- 
zubeugen, wird von dieser Bezeichnung wenig Gebrauch 
gemacht 

Aus der Komponentendarstellung: 



(6) curlb = 



l 

d 



l 



dx dy dz 



V, V. 



n 



3 



\Sy dz) 
'^^Xdz Sx) 



dx dy 



dvA 



folgt unmittelbar, daß curlö==0 ist, wenn ö der 
Gradient einer skalaren Größe ist, also etwa = ^9?, 
denn dann sind die ünterdeterminanten NulL Ist da- 
gegen curlü ^= , so muß nach § 21 das Integral f)Q d^ 
vom Integrätionswege abhängen \md über eine geschlossene 
Kurve von Null verschieden sein. 



§ 27. Satz Yon Stokes. 

Wenn das über eine geschlossene Kurve genommene 
Integral J^d§ nicht Null ist, so läßt es sich durch den 
Vektor curlSS darstellen. 

Es sei zunächst eine ganz bestimmte Kurve vorgelegt, 
längs der die Integration ausgeführt werden soU, nämlich 
die Umrandung eines ParaUelogrammes ödo = do von un- 
endlich kleinem Flächeninhalt mit den Seiten dx und dr an 
der Stelle x^y,z{Fig.9). In den Mittelpunkten 1,2,3,4 
der vier Seiten seien die Werte des stetig sich ändernden 
Vektors fß mit SSi , SJ2 , SJs , SJ4 bezeichnet Dann ist 
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(1) j l^ä^^^idv + ni^dx-'^sdx-fß^dx 

SSi — SSg ist nun die Änderung des Vektors SS an der 
Stelle X, y, z iR der Richtung — dt auf dem Stück dr, 
SS4 — 8S2 <iie in Richtung —dr auf dem Stück dt] wir 
können also schreiben : 



^.y.x 



(2) -/« d^ = {dxF)ni'di-{dxV)^.dt. 
1 

Benutzen wir nun die Bemerkung, daß wir mit dem 
Operationszeichen V genau so verfahren können wie mit 
einem Vektor, so dürfen wir 
nach den Regeln der Multi- 
plikation von Vektoren die 
folgenden Umformungen vor- 
nehmen. Die einzige Vorsicht, 
die wir dabei walten lassen 
müssen, ist, daß auf die Reihen- 
folge der Zeichen geachtet wer- 
den muß. Femer ist zu be- 
denken, daß am Schlüsse der Transformation, in welcher 
Reihenfolge die Zeichen auch stehen mögen, die durch 
das Zeichen F geforderten Differentiationen sich auf den 
Vektor SS beziehen, während dx und dx konstante Größen 
bedeuten. 





Fig. 9. 



(2) 



f— /SJ d§ = (^r F) (S dt) - {dv F) (» dt) 
= (Fdt){Sßdt)-{Vdt){^dt) 
= [Fm[^tdt] 
= curlSS • [dt dt] = — curlSS • do 
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Daraus folgt, daß 

(4) öUriaS-ö =Liin.^4^ — 

ist, wobei es. nun offenbar gleichgültig ist, ob ödo ein 
Parallelogramm oder ein beliebig begrenztes, unendlich 
kleines Flächenelement darstellt. Die Beziehung (4) 
sagt aus, daß das Linienintegral eines mit dem 
Wegelement skalar multiplizierten Yektors, nach 
Division , durch die von der Integrationskurve 
umschlossene, unendlich kleine Fläche, einem 
Grenzwert sich nähert, der gleich ist der Wirbel- 
komp.onente jenes Vektors in Richtung der 
Flächennormale an der von der Integrations- 
kurve umschlossenen Stelle. ■ 

Oder der curl eines Vektors 9S an einer Stelle 
X, y^ z ist gleich dem Grrenzwert, dein sich das 
Linienintegral über den Vektor SS. längs einer 
Kurve nähert, welche ein zur Richtung des 
Wirbels senkrechtes, unendlich kleines Flächen- 
element umschließt, nachdem das Integral durch 
Division mit dem Inhalt des Flächenelementes 
auf die Flächeneinheit bezogen ist. ' 

Zu dem StokesschenSatz, der eine Transformation 
eines Linien- in ein Flächenintegral oder umgekehrt dar- 
stellt, gelangen wir, wenn wir die in Gleichung (3) be- 
rechnete Größe curl SB • ö rfo über eine Fläche F integrieren, 
die wir uns in lauter Flächenelemente der betrachteten 
Art zerlegt denken können. Die linke Seite der Glei- 
chung (3) geht dadurch in die Summe der Linieninte- 
grale über die Umrandungen sämtlicher Flächenelemente 
über. Da nun aber (vgl. Fig. 10) die Umrandungen 
zweier benachbarter Flächenelemente hierbei teilweise 
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sich decken und diese Stücke bei der Integration in ent- 
gegengesetzter Eichtung durchlaufen werden, so ist die 
Summe aller Linienintegrale gleich dem Linienintegral 
über SS d§ längs der Umrandung der Fläche F. Es ist also 

(5) /SJrfg=/curl8Srfo. 

Diese Gleichung stellt den Satz von Stokes dar. 




Fig. 10. 

Aus Gleichung (5) folgt der wichtige Satz, daß 

JcurlSS • do 

über eine geschlossene Fläche Null ist, da das Integral 
auf der linken Seite verschwindet. 



§ 28. Anwendung. 

Gleichung (3) des vorigen Paragraphen können wir 
dazu benutzen, für das totale Differential, das nach § 22 
durch (a V) 3} dargestellt werden kann, eine andere Form 
abzuleiten. Indem wir auch durch die Schreibweise an- 
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deu^ wollen, daß die Ändeniog von SS längs einer sehr 
kleinen Strecke in der Richtung a geschehen soll, schreiben 
wir das totale Differential {da V) SJ . Wir ersetzen in der 
genannten ^Gleichung dx durch da^ dann ist 

(1) [Qm\^da]di = {daV)^. dl -V{^d(x)dx . 

Nach den Regeln der Multiplikation können wir statt 
dessen sclireiben: 

öl {[curlSJ da] + P(SJ da) - {da P) »> = . 

Da diese GHeichung identisch erfüllt sein muß, welchen 
Wert der Yektor dx auch annimmt, so muß der Klammer- 
ausdruck identisch Null sein, d. h. das totale Differential 
des Vektors SS in der Richtung des Vektors da ist 

(2) {da P) 35 = [curlS? da] + P(SS da)äa , 

wobei anzumerken ist, daß da bei der Differentiation 
konstant gehalten werden muß, was wir durch den Index 
anzeigen wollen. 

Die Formel (2) des § 22 geht dadurch über in: 

(3) ^ = ^+[curlSB.b] + F(St,).. 

Ist der Vektor SS der Geschwindigkeitsvektor des Punktes 
selbst, so erhalten wir die spezielle Form: 

Es mag hier noch die öesamtänderung des Kraft- 
flusses durch eine Fläche i^ in der Zeit (Z< berechnet 
werden, also: 
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ffß'do ist eine skaJare Größe, es ist also nach Glei- 
chung (3) des § 22: 

Das letzte Glied bedeutet die Ändening des Kraftflusses 
pro Zeiteinheit, wenn die durchströmte Fläche sich mit 
der Geschwindigkeit t) bewegt Die Fläche durchstreicht 
im allgemeinen bei der Bewegung einen Raum, der be- 
grenzt ist erstens durch die Größe und Lage der Fläche g^ 
und §2 ^^ Beginn und . zu Ende der Bewegung und 
zweitens durch die bei der Bewegung von der Um- 
randung g der Fläche bestrichene Fläche. Der aus diesem 
geschlossenen Baum austretende Kraftfluß ist 

/divaS.(t).<^o). 

Bezüglich der Normale von do setzen wir fest, daß sie 
mit der Bewegungsrichtung ö einen spitzen Winkel bilde, 
dadurch ist die Richtung der Umrandung § festgelegt 
und zwar so, daß [c^S • t)] ein Oberflächenelement des be- 
trachteten Raumes mit einer nach außen weisenden Nor- 
male ist. Subtrahieren wir von diesem Kraftfluß den, 
welcher durch. die Fläche 

/[dg • t)] 

heraustritt, welche fji ^i^d gg verbindet, so erhalten wir 
den Kraftfluß, welcher durch die beiden Flächen g^ und '^2 
austritt. Das ist aber gerade die gesuchte Änderung des 
Kraftflusses, wenn die Fläche |5i iii Sa ^hergeht. Es ist also 

(ö P)/Sß . do =/divS} (b • do) +/Sß • [d • dS\ , 
und mit Benutzung des Satzes von Stokes 

j (t)F)/3J.c?o =/divSS(tj .(^0) +j[^t)]d^ 



I 



= /div 95 (b . do) + /curl [SS ö] c^o , 
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folglich ist 

(6) ^y» • rfo =/{^ + t) divSB + curl[IB ö]} do . 

DieÄnderuDg des Kraftflusses durch, eine geschlossene 
Fläche ist daher 

§ 29. Bewegung eines starren Korpers. 

Die relative Geschwindigkeit irgend eines Punktes Jfj 
gegen einen Punkt M^ ist durch die Gleichung gegeben: 

dt Lär dx 

di'^^di'^'^dt' 

wenn der Vektor r die Verbindung der beiden Punkte M^ , M^ 
bedeutet. Sind die beiden Punkte starr miteinander verbunden, 
so kann die Entfernung sich nicht ändern, infolgedessen muß 

— - = sein. Der Rest 
dt 

sagt aus, daß die relative Geschwindigkeit b immer senkrecht 
zu der Verbindungslinie der Punkte gerichtet ist , deren rela- 
tive Geschwindigkeit ö gesucht wird. Gleichung (1) stellt die 
allgemeine relative Bewegungsform der Punkte eines 
starren Körpers gegen irgend einen mit dem Körper fest ver- 
bundenen Punkt dar. Hat der Punkt selbst die Geschwindig- 
keit öo , so ist, wenn r die Entfernung der Punkte von diesem 
Bezugspunkte ist, die allgemeine Bewegungsform der 
Punkte eines starren Körpers: 

(2) '' = ^o + ^^- 
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Dieses Resultat läßt sich, wenn man bedenkt; daß 

und r der Krümmungsradius der Bahn der relativen Bewegung 
ist, auch so schreiben (vgl. § 26): 

(3) (^=^o + (tr)f^-(^t)f 

l =t)o + [ut], 

worin u die Winkelgeschwindigkeit des Mobils um den Punkt 
darstellt. Die Geschwindigkeit ist zusammengesetzt aus einem 
translatorischen Teil Üq des ganzen starren Körpers und 
e inem rotatorischenTeil um einen willkürlich vorgegebenen 
Punkt. Mit Änderung des Bezugspunktes mit der Ge- 
schwindigkeit Öq , von welchem die Entfernung bis zu dem 
Punkt mit der Geschwindigkeit b gemessen ist, ändert sich 
der Vektor [u r] . Es ist beim Übergang von zu dem 
Bezugzpunkt C/ in der Entfernung und Richtung a = r — t' 

oder nach Gleichung (3), da t>o = Öq + [^ ^1 ist, 

ö = ö; + [ur] - [ua] = bj + [ur^ . 

II behält also bei diesem Übergang denselben Wert. Wenn öi 
parallel zu [u t] ist, was sich durch geignete Wahl von a stets 
erreichen läßt, wie leicht zu sehen ist, so spricht man von 
einer Schraubenbewegung; dieselbe geht in eine reine Rotation 
über, wenn bj = wird. 

Die Beschleunigung eines Punktes eines starren Körpers 
erhalten wir durch Differentiation von Gleichung (3) nach t: 

worin sich wieder b^ auf die Geschwindigkeit des Punktes 
bezieht, von dem aus die Entfernung t gerechnet ist. 

Es seien hier endlich noch die leicht zu verifizierenden 
Gleichungen angeschrieben, die durch Anwendung der 
Differentialoperation V auf die relative Geschwindigkeits- resp. 

Valentiner, Vektoranalysis. 6 
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Beschleunigungsverteilung der Punkte des starren Körpers 
gewonnen werden: 

curlö = 2u 

divb = 

d)o du d 

curl-TT = 2 -TT = -r: curlt) 
dt dt ät 

div^ = — i (curlt))*. 

§ 30. Trägheitsmomente und Enlersehe 

Gleichungen. 

Die lebendige Kraft T des Systems von n starr mit- 
einander verbundenen Massenpunkten mit den Massen iw,- ergibt 
sich zu: 

(1) T= i^m, t)| = i^J»»* {»S + [" > ^i? + 2 b. [u , rj} . 

Die lebendige Kraft eines starren Körpers mit kontinuierlicher 
Massenverteilung ist, wenn das Verhältnis der Masse dm in 
dem Volumenelement dx zu. diesem Element die Dichte e ist, 

(2) r=}/e(6o + [u,t])Mt. 

Üq und u sind konstante Größen für alle Punkte des starren 
Systems. In dem Ausdruck der lebendigen Kraft fallen also 

die doppelten Produkte 2öo [^^ ^] ^or^i wenn ^ft^i^t resp. 

JQxdi =^0 ist. Nun bezeichnet 

(3) 2»hh^ resp. lgxdT = mx^ 

den Ort des Massenmittelpunktes, des Schwerpunktes. Aus- 
druck (3) wird Null, wenn r,, = ist, d. h. der Bezugspunkt 
mit dem Schwerpunkt zusammenfällt. In diesem Fall ist ö© 
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, in der Tat ist dann 

(4) Jq ö dz =Iq Öo dr = mö^ , 
da /o [u r] dz = [ufg x]dt = 

ist. Der Ausdruck der lebendigen Kraft geht dadurch über in: 



(5) 



Trägheitsmomente und Eulersche Gleichungen. 83 

Die Gleichung (5) können wir als eine Bestimmungsgleichung 
des absoluten Betrages von u für einen vorgegebenen Wert der 
lebendigen Kraft der Bewegung des starren Körpers betrachten. 
Sie ist eine skalare Gleichung zweiten Grades in u , stellt 
also eine Fläche zweiten Grades dar. Nach der Bedeutung 
von u gibt der Eadiusvektor dieser Fläche in irgend einer 
Richtung die Größe der Winkelgeschwindigkeit des starren 
Systems um die in diese Richtung fallende Achse an, wenn 
die lebendige Kraft der Rotationsbewegung des Systems um 
den Schwerpunkt den torgegebenen Wert 

T-it)llQ'dT 
behält. Statt Gleichung (5) schreiben wir ausführlicher: 

(T=im\)l + iullQ(rl + rl)dT + iulfQ(rl + rl)dz 
(6) < +i'ullQirl + rl)dT^u^UilQr^r^dt 

wenn Wi , w^ ^ ^s ^i^ ^^^^ Komponenten desWirbels u und 7\ , r, , rg 
die drei Komponenten der Entfernung des Volumenelementes dt 
vom Schwerpunkt bedeuten. Man bezeichnet die ersten drei 
Integrale als die Trägheitsmomente, die drei letzten als 
die Deviationsmomente um die drei Achsen t, j, I. Legen 
wir die Achsen i, j, f so, daß sie mit den Richtungen des 
Maximal-Minimal- und Sattelwertes des Vektors u zusammen- 
fallen, d. h. mit den Hauptachsen der S'läche zweiten Grades, so 
verschwinden die Deviationsmomente, die drei übrigbleibenden 
Integrale sind die drei Hauptträgheitsmomente. 

Um die Bewegung eines starren Köi-pers, der vorgegebenen 
Kräften unterworfen ist, zu bestimmen, gehen wir von dem 
d'Alembertschen Prinzip aus. Nach diesem müssen in jedem 
Augenblick der Bewegung des Punktsystems die gegebenen 
bewegenden Kräfte, unter Hinzufügung der negativ ge- 
nommenen, mit den Massen multiplizierten, wahren Beschleuni- 
gungen — der sogenannten Trägheitskräfte — , sich das Gleich- 

6* 
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gewicht halten. Den Gleichgewichtsbedingungen der Kräfte 
am starren Körper entsprechend^ lauten also die Bedingungen, 
aus denen die Bewegung abgeleitet werden kann: 



(7) 



[2?[t.-,5P.-m,^j = 0. 



Handelt es sich um die Bewegung eines um einen Punkt 
drehbaren starren Körpers, so ist die erste Bedingung identisch 
erfüllt, es bleibt nur die zweite zu erfüllen übrig, die wir 
schreiben : 

(8) Ä=2'h''«<it^ 

worin ^ das resultierende Koppelmoment bedeutet. Diese 
Gleichung läßt sich mit Benutzung der Gleichung (4) in § 29 
leicht in die den bekannten Eulerschen Gleichungen analoge 
Darstellung der Bewegung eines starren Körpers in Vektoren- 
schreibweise überführen. 

Wir wählen als festen Drehpunkt den Schwerpunkt des 
Systems. Aus Gleichung (4) folgt dann durch vektorielle 
Multiplikation mit r, , da % verschwindet: 



tv 



d^ 
dt 



[tau,t),]l+[r,[g,r,]] 
u(r,....)-M,u) + ^^rJ-,(r/^) 



= -t),(r,u) + ^-;^rJ-r,(r,5^). 

Nach Multiplikation mit m^ und Summation (resp. Integration) 
über alle i erhalten wir: 



Multiplizieren wir diese Gleichung der Reihe nach mit i , j , Tf , 
den Einheitsvektoren der Hauptträgheitsachsen, bezeichnen die 
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Komponenten von u in diesen Eichtungen mit u,^ u^^us^ die 
von X mit ^j , r^ , »'3 , die von Ä mit Äj , K^^ K^ und berück- 
sichtigen, d£iß unter diesen Annahmen die Deviationsmomente 
Null sind, so erhalten wir die Eulerschen Gleichungen. 
Es ist nämlich 

— /(«2 »■« — «s »'s) (u r) e <ii 

•= ^/e {rl + rX) dz + u, u,fe (rl - rj) dx . 

Wenn wir also mit A^B^ C die Trägheitsmomente um die 
drei Achsen i, j, l bezeichnen, so folgt: 



(10) 



K^=A -rj- + W2 % (^ — ^) 1 entsprechend: 



§ 31. Mehrfache Anwendung der Differential- 
operation P. 

Es ist schon häufig von der Bemerkung Gebrauch 
gemacht worden, daß das Zeichen V bei Multiplikations- 
rechnungen und Transformationen von Ausdrücken ebenso 
behandelt werden könne, als sei es das Symbol eines 
Vektors. Mit Hilfe dieser symbolischen Kechnungsweise, 
als der einfachsten Methode, mögen hier noch einige 
Formeln entwickelt werden, welche die Anwendung des 
Hamiltonschen Operators bei Produkten von Skalaren und 
Vektoren und die mehrfache Anwendung des Operators 
auf die bekannten Formen zurückführen. 
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Es sind im folgenden der Reihe nach die verschiedenen 
dreigliedrigen Differentialkombinationen von Skalaren, 
Vektoren und dem Operationszeichen aufgeführt. Die 
Schreibweise ist genügend definiert, so daß eine nähere 
Besprechung der Formeln nicht nötig erscheint; beigefügte 
Indizes sollen die Öröße bezeichnen, die in dem Differential- 
ausdruck bei der Differentiation konstant zu halten ist. 

(1) P(ab) = div(ab)=F(ab)a+F(ab)6=adivb+bgrada. 

(2) [f^(ab)] = curl(ab) = acurlb — [bgrada] . 

(3) F{ab) ^ grad(a b) = grad(a b)a + gi'ad(a b)^ . 

(4) P[a b] = div[a b] = V[a b]« +V[a b]ö 

= — a curlb + b curla . 

(5) [Pfo b]] = curl[a b] = [P[a b]]« + [V[a b]]s 

= [a (Fb) - b (Fn)]„ + [a (Fb) - b {Va)]i 
: =adivb-(aF)b + (bP)a-bdiva. 
6 ) [a [Pbl] = F{a b)„ - b (a F), = grad(a b)„ -(aV)b. 

Die Vereinfachung der Rechnung durch die symbolische 
Schreibweise ist sehr groß, besonders bei etwas kompli- 
zierterem Bau, wie z. B. bei Gleichung (5). Um diese 
Gleichung auf gew^öhnlichem analytischen Wege zu veri- 
fizieren, geht man am besten von der Schreibweise aus: 



curl[abj = 



e 



1 



I 



c^ 



dx 



a2 % 

^2 ^3 



cy 
63 b^ 






und berechnet die x - Komponente der rechten Seite von 
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Gleichung (5); dieselbe läßt sich nach einigen Kürzungen 
auf die Form: 

bringen ; Entsprechendes gilt von der y- und ;5:-Komponente. 
Ist in den Formeln (1) — (5) der Vektor b durch das 
Zeichen F ersetzt, so kommt: 

ß^a ß^a ß^a 



dx^ dy^ dz^ 



(20 [PFa] = curlgrada = 



t i ! 

dx dy dz 

da da da 



= 0, 



dx dy dz 
(30 P(Fa) = graddiva = iV^a^ + \V^a^ + iV'^a^ , 



(40 PfFa] = div curla = 



dx 



+ 



'Z 



d d 


f\ 


e e 


dy dz 
«2 % 


8 


dz dx 

«8 «1 


d d 




dx dy 


= 0, 


<h ^2 







(50 W[f^a]] = curl curla = P(Pa) - {VF)a 



Id^a. d^a^ d^a. 



*) Die Schreibweise rührt von Lame her. 
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Im Anschluß an Gleichung (4') mag noch hervor- 
gehoben werden, daß, wenn divc im betrachteten Eaum 
Null ist, c sich als Eotation eines anderen Vektors dar- 
stellen lassen muß. 



IL Teil. 

Anwendungen in einigen physikalischen 

Gebieten. 

§ 32. Einteilung. 

Wir haben zweierlei Yektoren kennen gelernt, axiale 
und polare (§ 3) oder, wenn dieselben als Funktionen des 
Ortes gegeben sind, also Vektorfelder bestimmen, solche, 
deren Divergenz Null, und solche, deren Rotation Null 
ist. Im ersten Fall haben wir es mit einem quellen- 
freien, im zweiten mit einem wirbelfreien Gebiet zu 
tun; in jenem können wir den Vektor durch die Eo- 
tation eines anderen Vektors darstellen, in diesem durch, 
den Gradienten einer skalaren Größe. Je nachdem das 
eine oder andere der Fall ist, spricht man von einem 
Solenoidal- oder einem Potential-Vektor. 

Den allgemeinsten Fall eines Vektorfeldes bestimmt die 
Summe eines Solenoidal- und eines Potentialvektors, ent- 
sprechend der Darstellung des allgemeinsten Vektors durch 
die Summe eines axialen und eines polaren Vektors. 

Es kommen also die folgenden Fälle von Vektorfeldern 
vor. Es ist im ganzen Eaum 

(1) curla = , diva = , 

dann ist nach § 21: a = gradF, also 

(10 diva=-P2 7-_ 0. 



Einteilung. 89 

Eine partikuläre Lösung dieser partiellen Differential- 
gleichung ist 

r 

worin m und n willkürliche Konstanten bedeuten. Soll 
nun Gleichung (l'') im ganzen Raum, also auch für r = , 
gelten, so muß die willkürliche Konstante m = sein, 
so daß sich V auf eioe Konstante reduziert und daher 

a = 
sein muß. 

(2) curla = 0, diva 4= , 

so haben wir ein wirbelfreies Quellengebiet mit dem 
Potentialvektor a; 

(3) curla 4 , diva = , 

so haben wir- ein quellenfreies Wirbelgebiet mit dem 
solenoidalen Yektor a. 

(4) curla 4= ^ , diva 4= , 

so können wir die folgende Zerlegimg vornehnjen. Es sei 

diva = Q , 

curla = r , 
dann setzen wir 

a = ai + a2 , 

wo üi einen Potentialvektor, a^ einen solenoidalen Vektor 
bedeuten soll, dann folgt: 

divai = Qj curlai = 

diva2 = , curla2 = t . 

In der Potentialtheorie hat man es vorzugsweise mit 
dem Potentialvektor zu tun, in der Hydrodynamik Vorzugs- 
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weise mit dem soienoidalen Vektor, während man sich 
zur Darstellung der elektrischen und magnetischen Erschei- 
nungen des aus beiden zusammengesetzten Vektors bedient. 
Ich werde dementsprechend in den nun folgenden 
drei Kapiteln über Anwendungen der Vektoranalysis auf 
die theoretische Physik zunächst einige allgemeine Lehr- 
sätze der Potentialtheorie und damit des Potential vektors, 
dann solche der Hydrodynamik und des solenoidalen 
Vektors ableiten und zum Schluß auf die Darstellung 
der elektrischen und magnetischen Erscheinimgen durch 
die Verbindung beider kurz eingehen. 

Kapitel 1. 

Einige Sätze aus der Potentialtheorie. 

§ 33. Die Bedeutung des Potentials in der 

Mechanik. 

Die skalare Größe F, als deren Gradient der Vektor a 
dargestellt werden kann, wenn curl a = ist, nennt man 
das skalare Potential des Potentialvektors. 

Aus § 21 geht hervor: Die Komponente des Potential- 
vektors in der Kichtung § mit den Komponenten «i , «2 ? *8 
erhalten wir durch Differentiation des Potentials nach 
dieser Eichtung. 

Ist a ein Kraftvektor und von einem Potential V ab- 
leitbar, so ist die Arbeit, die bei Bewegung eines materiellen 
Punktes unter dem Einfluß dieser Kraft längs eines ge- 
schlossenen Weges geleistet wird, Null; denn nach § 21 ist 

2 

/arf§ = F2-Fi 
nur von den Endpunkten des Weges abhängig. 
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Besitzt die auf einen materiellen Punkt wirkende 
Kraft ein Potential, so kennen wir stets ein Integral der 
BeweguDgsdifferentialgleichuDgen, nämlich das der le- 
bendigen Kraft. Denn duroli skalare Multiplikation der 
Bewegungsdifferentialgleichung 

(1) -^. = a = f^^ 

dt 
mit -T- folgt, wie am Ende von § 19, 
dt 

d^r dr _^ dr _ 1 ,, ^^^^ dV 
dt^ dt dt dt^ ^ dt ' 

wobei imter dem Differential dV die Änderung von V in 
Richtung des Weges di bei der Bewegung während des 
Zeitelementes dt zu verstehen ist. Durch Integration folgt: 

m (drY ^ 

-— -T- — F = const. 

2 \dt/ 

Kräfte, die ein Potential besitzen, nennt man konser- 
vativeKräfte;das Potential bezeichnet man in diesem Fall 
auch als Kraftfunktion. Zentralkräfte sind kon servativ. 
Der Ausdruck der Kraft, die dem Newtonschen An- 
ziehungsgesetz zufolge zwischen den Massenpunkten m^ 
imd Wg wirkt, ist 

(2) a = — r. 



Das Potential dieser Kraft lautet: 
(3) F= 



Km^ m^ 



r 



Eine einfache Rechnung zeigt, daß in diesem Fall unter 
Ausschluß des Wertes r = 
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(4) diva = FPF=-^ + VT = 

r ar dr^ 

ist, eine Differentialgleichung, welche unter dem Namen 
„Laplacesche Gleichung" bekannt ist. 

§ 34. Newtonsches Potential. 

Unter Potential schlechthin verstellt man häufig die 
Kräftefunktion des Newtonschen Anziehungsgesetzes bei 
einer kontinuierlichen oder diskontinuierlichen Masseu- 
verteilung. Dieses Potential ist eine Funktion, die bei 
einer solchen Massenverteilung in dem dreidimensionalen, 
unendlich, ausgedehnten Raum die folgenden Bedingungen 
erfüllt. 

An jedem Punkt des Raumes mit Ausnahme gewisser, 
nicht räumlich ausgedehnter Stellen (z. B. Punkte, Linien, 
Flächen) ist 

(1) F^V=diva = 4.7iQ, 

wo Q (r) die Dichte oder Ergiebigkeit des Massensystems 
im Punkte x = x\ -\- y\ -}- zl = rx bedeutet. 

V und seine ersten Ableitungen nach r sind überall 
stetige Funktionen wieder mit Ausnahme gewisser, nicht 
räumlich ausgedehnter Stellen. 

Die Produkte r F, x(xV)V behalten überall endliche 
Werte. 

An Punkten und Linien dürfen Unstetigkeiten 
von V und seinen ersten Ableitungen vorhanden sein, ohne 
näher angegeben zu werden. 

Besitzen an Flächen F und die ersten Ableitungen 
Unstetigkeiten, so sollen sich dieselben beschränken auf 
Unstetigkeiten von F und auf solche der ersten Ab- 
leitungen in Richtung der Normale n zur Fläche beim 
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Durchschreiten dieser Fläche; die Sprünge sollen durch 
die vorgegebenen Funktionen co , x gegeben sein, und zwar: 

(2) ((nF)F)i + ((iiF)F), = 4«ö,, 

(3) Fi-r, =4«;K. 

wobei die Indizes zur Unterscheidung der Werte an den 
beiden Seiten der Fläche beigefügt sind und die Nor- 
malen beiderseits nach außen gerichtet sind. 

Diese Bedingungen bestimmen eindeutig das Potential, 
die denselben genügende Funktion V lautet: 

§ 35. Hilfssätze Ton Green. 

Nach dem Satz von Gauß: 

(1) fdivadr =jado 

ergibt sich, wenn wir statt a das Produkt aus einem 
Yektor in eine skalare Größe einsetzen (wobei die End- 
lichkeit und Stetigkeit des Vektors und des Skalars in 
dem betrachteten Raum vorausgesetzt wird): 

(2) jdiy{a'V)dT=l(aV)'do, 

Nun ist 

div(a • F) = Fdiva + a grad V ; 

setzen wir daher für a = gradfJ, so kommt: 

(3) j{VVU)do =j{VF^U)dT + j{VUVV)dx . 

Durch Yertauschung von U und V erhält man eine ent- 
sprechende Gleichung. Subtrahieren wir diese beiden 
voneinander, so kommt: 

(4) j(yVU-UVV)do = j{VVW-UVW)dr . 
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Ist V=U, so entsteht aus GleiehuDg (3): 

(5) j{VVV)do = j {VV^V+ (V Vy)dT , 

Genügt endlich V der Laplaceschen Gleichung: F^V= , 
so ist 

(6) jVVVdo=-j{VVYdT . 

Die Gleichungen (4) bis (6) sind zuerst von Green ab- 
geleitet worden. Das Integral der Laplaceschen Glei- 
chung 

r 

wo Ci , Cg willkürliche Integrationskonstanten sind, hat im 
Punkt r = einen unendlich großen Wert; sollen daher 
die Greenschen Sätze (4) bis (6) auf diese Funktion an- 
gewandt werden, so müssen wir von dem betreffenden 
Kaum den Punkt r = ausschließen und das Ober- 
flächenintegral über diese ausschließende Fläche aus- 
dehnen. "Wir umschließen den Punkt dm-ch eine Kugel- 
fläche von sehr kleinem Radius. Das Flächenintegral 
über diese kleine Kugelfläche läßt sich sofort ausrechnen. 

Es ist, wenn der Einfachheit wegen F= — gesetzt wird, 

\VVüdo=\-VUdoy 

es bezeichne n die Richtung des Oberflächenelementes do , 
und {VU* n)max den größten Wert, den die eingeklammerte 
Größe auf der bei der Integration zu berücksichtigenden 
Oberfläche annehmen kann, so ist 

|-i VU. do I ^ I [VU. nU^jy 1 = 0. 
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Ferner ist, wenn der Kugelradius so klein ist, daß die 
Werte von U an den verschiedenen Stellen unendlich 
wenig von dem Mittelwert ü^ im Punkt r = ver- 
schieden sind, 

(7) juFV'do=fuVy>do=-üof^=^'-4.jiUo. 

Dagegen ist das Yolumenintegral über die kleine Kugel 
Null, wenn F^U endlich ist; es bleibt also das Yolumen- 
integral in Gleichung (4) von dieser Absonderung un- 
beeinflußt. Gleichung (4) geht dadurch über in: 

(8) f(—VU-UV~]do-4.7iUo::=f—F^UdT i), 

in welcher Formel die Integrale über den Eaum, resp. über 
die Oberfläche des Eaumes zu erstrecken sind, in welchem 
U und die erste Ableitung von U stetige Funktionen sind. 

§ 36. AbleituDg der Potent! alfanktion aus den 
charakteristischen Bedingungen. 

Die Gleichung (8) des § 35 stellt eine Funktional- 
gleichung zwischen einer Funktion U und ihren ersten 
und zweiten Ableitungen dar, die von jeder Funktion er- 
füllt werden muß, w^elche samt ihrer ersten Ableitung in 



*) Die Richtigkeit des negativen Zeichens vor 4::iÜq er- 
kennt man sofort, wenn man bedenkt, daß wir die Normalen- 
richtung der Oberflächenelemente der sehr kleinen Kugel, 
deren Inneres zum „äußeren Raum" gehört — wenn man als 
solchen den Raum bezeichnet, der von der Betrachtung aus- 
geschlossen ist — , konsequenterweise nach dem Innern der 
Kugel weisen lassen müssen, wenn die Nonnale der Ober- 
flächenelemente der anderen Integrale nach dem , äußeren 
Raum" gerichtet ist. 
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dem für die Funktionsgleichung in Betracht gezogenen 
Bereich endlich ist. Es muß also auch die Potential- 
funktion V dieser Gleichung genügen, wenn wir die etwa 
vorhandenen Unstetigkeitspunkte durch Kugelflächen mit 
beliebig kleinem Badius von dem betrachteten Baum aus- 
schließen, Linien durch röhrenförmige Flächen möglichst 
geringer Ausdehnung und ünstetigkeitsflächen durch ge- 
schlossene Flächen, die sich ihnen möglichst nahe beider- 
seits anlegen. Das links stehende Oberflächenintegral ist 
dann auszudehnen: 1. über die unendlich große Kugel- 
fläche, die den ganzen Baum umschließt, 2. über die Um- 
schließungsflächen um ünstßtigkeitspunkte und -linien, 
3. über die ümschließungsflächen der ünstetigkeitsflächen 
mit den vorgegebenen Sprüngen. 

Nun ergibt sich unter Berücksichtigung der Be- 
dingungen in § 34: 

ad(l)/lFF.do=/;(rPr)^^(,.rFr)— ./^=0, 

worin do^ den absoluten Betrag des Oberflächenelementes 
dOi der Einheitskugel bezeichnet, welches vom Mittel- 
punkt imter dem gleichen Winkel wie do gesehen wird ; 
femer: 

-fvF—do =fv^r^do,^(rVf-'^ . [^ = . 
J r J r- "»» J r 

oo oo oo 

ad (2) |(lpr-FFi)rfo = 0, 

wegen der Endlichkeit von F, r und deren Ableitungen 
an der Oberfläche imd zufolge der gegen Null konver- 
gierenden Größe der Oberfläche. 
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ad (3) Kl FF- FfI) do =fj <((nP)F)i 

+ iimVh}df-f{V,-V,)(nF)^.df, 

indem wir nämlich: immer die auf den beiden Seiten der 
ünstetigkeitsfläche sich gegenüberliegenden Oberflächen- 
elemente zusammennehmen und nur über die eine Seite, 
oder was dasselbe ist, über die ünstetigkeitsfläche mit 
den Flächenelementen df integrieren. Hit Bezugnahme 
auf die obigen Bestimmungen über die Flächenunstetig- 
keiten können wir den Ausdruck schreiben: 

4.jzfjdf-infx{nF)^df. 

Durch Addition der Flächenintegrale i) und mit Berück* 
sichtigung des Wertes 4:7iq für P^ y j^ dem Integrations- 
raura selbst erhalten wir daher aus Gleichung (8) die 
folgende Form: 

(1) -T'o=f^dT+l'^df-jx{nV)^df. 

Vq ist der Wert der Potentialfunktion V an der Stelle 
des Raumes, von welcher aus die Entfernung r des Raum- 
elementes dr oder des Flächenelementes df zu rechnen 
ist. Da die Größen ^ , co , ;f als Funktionen von x^y ^ x 
resp. r gegeben sind, welches die Integration s variablen 
darstellen, ist Fq hieraus berechenbar. 

Die Funktion Vq erfüllt alle Bedingungen, die in § 34 
gestellt worden sind; es ist nur noch ein Wort über die 
Eindeutigkeit derselben hinzuzufügen. Sind Vq imd Vq 



*) Vgl. die Anmerkung auf Seite 95. 
Valentin er, Vektoraualysis. 
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zwei Funktionen, die den gestellten Bedingungen genügen, 
so gelten für die Differenz U=Vq — Vq die Bedingungen: 

1. P2/7_-. Q (mit Ausnahme gewisser, nicht räumlich 
ausgedehnter Stellen: Punkte, Linien, Flächen). 

2. U und seine ersten Ableitimgen nach r sind 
überall endlich und stetig, mit Ausnahme nicht räumlich 
ausgedehnter Stellen, nämlich von Punkten und Linien; 
Unstetigkeitsflächen von Z/gibt es nicht. 

3. Die Produkte xU und x{iV)U behalten überall 
endliche Werte. 

Wenden wir nach Ausschluß der Unstetigkeiten durch 
Kugel- und Röhrenflächen auf diese Funktion die 
Greensche Gleichung (6) an, so verschwindet, wie sich 
analog dem Obigen zeigen läßt, die linke Seite identisch; 
dies fordert: (FU)^ = 0, und hieraus folgt mit Be- 
nutzung von Bedingung 3 , daß U selbst Null sein muß. 
Somit ist die Eindeutigkeit der Potentialfunktion erwiesen. 

§ 37. Deutung des ersten Gliedes der Losung. 

Es soll gezeigt werden, daß die gewonnene Losung 
die Kräftefunktion des Newtonschen Anziehungsgesetzes 
bei einer kontinuierlichen oder diskontinuierlichen Massen- 
verteilung darstellt, d. h. daß die partielle Ableitung nach 
irgend einer Richtung im Raum'" eine in dieser Richtung 
wirkende Kraft darstellt, die als Ausdruck des Newton- 
schen Gesetzes aufgefaßt werden kann. 

Nach Gleichung (3) von § 33 ist: 

(1) V^'^^^^^K 

r 

das Newtonsche Potential in bezug auf die Wirkung 
zweier Massenpunkte m^ und Wg • Ist ein Massensystem 



öo = — ^^0^ 
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?Wq m^ . . . w, . . . irin gegeben, dessen Massenpunkte nach 
dem Newtonschen Gesetz aufeinander wirken, so ist — 
falls r^ . . . i'n die Entfernung zwischen den Massenpunkten 
Wj . . . nin und Wq bedeutet — der Punkt mit der Masse rn^ 
der Kraft unterworfen: 

mit dem Potential: 

Beim Übergang von einem diskontinuierlichen zu 
einem den Raum kontinuierlich erfüllenden Massensystem 
verwandeln sich die Summen in dreifache Integrale, die 
über den ganzen, von den anziehenden Massenteilchen 
erfüllten Raum zu erstrecken sind. Der Einfachheit halber 
setzen wir K=-l und w^ = 1 . Dann ist 



(2) 


Oo^ 


= m 


r2 


mit dem Potential : 






(3) 


Vo 


=///f 


dr , 



wenn q die Massendichte in dem Yolumenelement dr be- 
deutet, das von dem Punkt, auf den sich Kraft und 
Potential beziehen, um r entfernt ist. Man hat für das 
Potential die symbolische Bezeichnung eingeführt: 

(4) Fo = Pot^ ; 

Qo = PFo = PPot^ = New^ , 

herrilhrend von dem Namen Newton, da New^ die 
Attraktionskraft eines Körpers mit der Dichte q auf einen 

7* 



^ I 
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Punkt bedeutet. Pot^ ist eine Funktion des Punktes (0), 
während q eine gegebene Funktion des Eaumes, über den 
integriert wird, bedeutet. 

Die Betrachtung kann sich zunächst nur auf einen 
Punkt beziehen, der außerhalb des mit Masse erfüllten 
Eaumes liegt, da a für den -Punkt r = seine Endlich- 
keit und Stetigkeit einbüßen könnte. Wir müssen also, 
wenn wir das Potential und die Kraft in bezug auf einen 
Punkt, der in der anziehenden Masse liegt, berechnen 
wollen, zunächst denselben durch eine kleine Kugel von 
dem Integrationsraum ausschließen und den Einfluß 
dieser kleinen Kugel auf das Potential und die Kraft in 
dem Mittelpunkt der Kugel getrennt ausrechnen. Es ist 
aber leicht zu zeigen, daß, wenn q endlich bleibt, die 
Integrale über die unendlich kleine Kugel: 



und 




ifj 






r 

einen unendlich kleinen Wert annehmen, so daß wir ohne 
Rücksicht auf diese ün Stetigkeit über das ganze Gebiet 
integrieren dürfen. 

— ö?T ist nun das erste Glied der Lösung (1) in § 36, 

dasselbe stellt also das Newtonsche Potential einer kon- 
tinuierlich im Räume verteilten Masse in bezug auf irgend 
einen Punkt, der vom Element dr um r entfernt ist, dar. 
Q bedeutet die Dichte der im Raum kontinuierlich ver- 
teilten Masse, oder infolge von: 

4:71 4:71 
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die Ergiebigkeit des Vektors a an dem Punkt x, y^ %, 
Ist diva oder q positiv, so ist der Punkt ein Quellpunkt, 
ist Q negativ, ein Senkpunkt. 

§ 38. Deutung des zweiten Gliedes der Losung. 

Den zweiten Term der Lösung, das Integral / — rZ/, 

können wir ebenfalls als den Ausdruck des Newton- 
schen Potentials eines gewissen materiellen Systems be- 
trachten. Das Integral bezieht sich auf die Umschließung 
der Unstetigkeitsfläche, also auf eine geschlossene Fläche, 
die sich an die Unstetigkeitsfläche von beiden Seiten 
möglichst eng anschließen soll. Es sei e die unendlich 
kleine Entfernung zweier sich gegenüberliegender Flächen- 
elemente der Umschließungsfläche, so daß zdf das Vo- 
lumen eines kleinen Zylinders ist, dessen Basisflächen 
Flächenelemente der Umschließungsfläche sind, welche 
im Grenzfall mit dem Element df der Unstetigkeitsfläche 
zusammenfallen. Das Newtonsche Potential des von der 
Umschließungsfläche eingeschlossenen Raumes auf einen 
äußeren Punkt würde, wenn die Massendichte in diesem 
Eaume ^ ist, läuten: 

'g^ E df 



/^ 



ein Integral, welches über die Unstetigkeitsfläche aus- 
zudehnen wäre. E^ stellt die Masse des Zylinders von 
der Höhe e über der Flächeneinheit dar; konvergiert 
E gegen Null, d. h. rücken die Basisflächen einander immer 
näher, und soll trotzdem die Masse des Zylinders einem 
endlichen Grenzwert co sich nähern, so muß die Dichte 
größer und größer werden. Im Grenzfall: e = ent- 
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steht eine Fläche von unendlich großer, räumlicher 
Massendichte, derart, daß die l^Iasse der Flächeneinheit 

den endlichen Wert o) annimmt. / — df ist also das 

Newtonsche Potential einer mit Masse belegten Fläche. 
Auch hier spricht man von Ergiebigkeit der Quell- und 
Senkpunkte, die über die Fläche verteilt sind. Es ist 

Jdiva« €'df = ja-do, 

wo das linke Integral über die ünstetigkeitsfläche aus- 
zudehnen ist, das rechte über die ümschließungsf lache. 
Die letztere können wir auffassen als die Fläche eines 
Zylinders von unendlich kleiner Höhe, deren Basisflächen, 
die wir wieder durch die Indizes 1 und 2 unterscheiden 
woUen, parallel sind. Dann ist die Summe zweier 
Integralelemente, die sich auf die beiden Elementarbasis- 
flächen eines Eilementarzy linders beziehen: 

(a do\ + (a ^0)2 == {((n P) V)^ + ({nV) V)^} df=4.no>df. 

Es ist also 

- — diva- e = a> , 

4t7l 

die Ergiebigkeit in dem unendlich kleinen, von der 
ümschließungsfläche eingeschlossenen Kaume. Für ver- 
schwindendes e bleibt - — divo • e noch endlich, es re- 

4 JT 

duziertsich die räumliche Ergiebigkeit auf eine Flächen - 
ergiebigkeit oder Flächendivergenz. 

Wir haben uns also an der ünstetigkeitsfläche eine 
Massenverteilung, eine sogenannte Flächenbelegung 
vorzustellen, deren Wirkimg auf die äußeren Punkte 
gemäß dem Newtonschen Gesetz erfolgt. 
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§ 39. Deutung des dritten Gliedes der Losung. 

Endlich läßt sich auch der dritte Ausdnick der 
Lösung in eine den ersten beiden analoge Form bringen. 
Wir schreiben: 



X{nF)~df = 




n^^vhrr^f-S^'j^iT^f- 



(in r + dr 
Setzen wir nun: 

^^ = 9' 

mit der Bedingung, daß <p » dn für kleiner werdendes dn 
einen endlichen Wert annimmt, so sind die beiden Inte- 
grale von der in § 38 erörterten Form. 9? oder ;c er- 
stellt eine Flächenergiebigkeit an der Unstetigkeitsfläche 
dar, welche dem Newtonschen Gesetze gemäß auf die 
äußeren Punkte wirkt. Die Flächenergiebigkeiten, auf 
die sich die zwei Integrale beziehen, sind zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitsfläche verteilt, so daß das erste Integral 
über eine dem angezogenen Punkt abgewandte, der Un- 
stetigkeitsfläche sich eng anschließende Fläche, das andere 
über eine der Unstetigkeitsfläche von der anderen Seite 
sich eng anschließende Fläche zu nehmen ist. Die Er- 
giebigkeiten sind auf gegenüberliegenden, um dn von- 
einander entfernten Flächenelementen einander entgegen- 
gesetzt gleich und wachsen bei abnehmendem dn ins 
Unendliche, so daß 

lAmcp • dn 
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dem vorgegebenen Werte x ^^ ^^^ Stelle sich nähert 
Infolgedessen nimmt die Differenz der beiden Integrale 
einen endlichen Wert an. Denn 

Wir können statt dessen sagen: 

^X (n f") y df =j(x n) pl df 

steUt die Summe zweier entgegengesetzt gleicher, un- 
endlich nahe benachbarter, zu beiden Seiten der ün- 
stetigkeitsfläche verteilter Flächenbelegungen dar, die von 
der Art unendlich große Ergiebigkeit besitzen, daß das 
Produkt der Ergiebigkeit in die Entfernung der beiden 
Belegungen mit abnehmender Entfernung dem endlichen 
Wert 

sich nähert. Man nennt solche ünstetigkeiten Doppel- 
belegungen oder Doppelquellen, das Produkt (xn) 
bezeichnet man als Moment der Doppelquelle, der 
absolute Betrag dieses Momentes ist also gleich dem 
4 TT- fachen des Sprunges von V an der ünstetigkeitsfläche. 
Ist ;f = 9? dn konstant über die ganze ünstetigkeits- 
fläche, so läßt sich das Potential einer solchen mit 
Doppelquellen belegten Fläche kürzer so schreiben: 



,f^S^äf==,ü, 



wo Q den körperlichen Winkel bezeichnet, unter dem die 
Fläche vom Bezugspunkt aus erscheint. 
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Kapitel 2. 

Einige Sätze der Hydrodynamik. 
§40. EinfOhrung der Flüchenkräfte. 

Wird der BetrachtuDg der Systembewegungen nicht 
mehr die YorstelluDg zugrunde gelegt, als bestehe das 
System aus einer Anzahl diskreter Massenpunkte, sondern, 
wie man es bei der Behandlung der Flüssigkeiten zu tun 
pflegt, die Vorstellung eines kontinuierlich im Räume 
verteilten Mediums, so ist es für die Darstellung vorteil- 
haft, neben den auf die Massenpimkte oder die mit Masse 
erfüllten Yolumenelemente wirkenden Kräften Flächen - 
kräfte einzuführen, die auf die Flächenelemente an der 
Oberfläche des Körpers wirken sollen. Diese Ober- 
flächenkräfte setzen wir proportional dem absoluten Be- 
trage, do , des Oberflächenelementes do , dessen nach dem 
Außenraum weisende Normale in die Richtung fi fallen 
möge; im allgemeinen werden sie von den Ortskoordinaten 
und der Richtung des Flächenelementes abhängen, es sei 
deshalb durch den Index ii angegeben, daß die Kraft ^^ 
sich auf ein Flächenelement mit der Normale n bezieht. 

Die Bewegungsgleichungen (7) des § 30 gehen durch 
diese Festsetzung über in 

(1) j[Q^dT + %,do -Q^^,d^ = , 

f\ dH 1 

(2) j[x,Q^dx + %do-Q-^dx^^Q ,• 

wenn $J} die Kraft der Masseneinheit und q die Dichte 
bezeichnet. 

Da diese Gleichungen für jeden Teil des Mediums, 
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also auch für ein Yolumenelement gelten müssen, so folgt 
aus der ersten, daß 

über die Oberfläche eines unendlich kleinen Yolumen- 
elementes ausgedehnt unendlich klein von dritter Ordnung 
sein muß. Berechnen wir das Integral für den speziellen 
Fall, daß das Volumenelement ein unendlich kleiner 
Tetraeder mit den Flächen do ^ irfo, \do , Ido ist, so er- 
kennen wir, daß aus diesem Grunde 

%, = % (t dö) + % (i dö) + % (I dö) 

sein muß. Für irgend einen Teil des Mediums oder das 
ganze Medium können wir daher schreiben: 

/«ß„ do = 1% (t rfo) + $, (j rfo) + % (I do) . 

Die rechte Seite können wir mit Hilfe des Satzes von 
Gauß in das Eaumintegral umformen: 

Denn es ist 

f%{ido)'=il{i%) {ido)+il{m) {ido)+tlCt%) (ido) 
oder, da 

f{x%){ido)=ji(x^,)do^jdiv{i{x%))dT^^^^ 

und entsprechend 

l(m(ido)=^{ij%d. 

ist, folgt: 
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/•,,<u...,(,/t.)..(i/t-)+.(./^ 



% 



dx 
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dx 



f- 



dx 



'Ut 



wie leicht verifiziert werden kann [vgl. § 56, Gleichung (5)]. 
Durch diese Transformation geht die linke Seite der 
Gleichung (1) in ein Raumintegral über, und es muß in- 
folgedessen sein: 



(3) 






dy 



IV 



In Gleichung (2) können wir das Oberflächenintegral 
einer ebensolchen Transformation unterziehen. Es ist 

/[r, *„]rfo=/([r, 5p.](ido)+[r, «ß,](ido)+[r, $J(I<io)) 

=/([r,H]+[i,5ßJ + ...)rfr. 
Es folgt daher durch Substitution aus (2): 

= -[i*J-[i*,]-t!5ßJ. 

Nach Gleichung (3) verschwindet die linke Seite dieser 
Gleichung, also folgt, daß die Komponenten des rechts- 
stehenden Vektors Null sein müssen, d. h. 
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§ 41. Ealersche Oleichnngen für reibungslose 

Flüssigkeiten. 

Bei der Betrachtung reibungsloser Flüssigkeiten nimmt 
man an, daß 

(1) (5ß,j) = (^,I) = (^,i) = 

und die absoluten Beträge der Druckki-äfte $j;, 5ß^, ^g gleich 
sind. Dann kann man schreiben: 

(2) %,=Pi, 

SO daß Gleichung (3) die Form annimmt: 

(3) 9'^^,=Q^ + fp- 

Die Eulersche Schreibweise dieser Fundamentalgleichung 

der Hydrodynamik erhalten wir, wenn wir die totale 

zeitliche Änderung der Geschwindigkeit eines Punktes 

d'^x dt) 

mit dem Yektor r , also -—- , oder -— durch die Summe 

' dt'^ ' dt 

der lokalen und der stationären Änderung ersetzen; es 

ist nach Gleichung (4) in § 28 

(4) -? + (t,F)t) = -^J + iPb*-[ücurlt)] = $ + -Fp. 

Hierzu kommt als weitere Fimdamentalgleichung die 
Inkompressibilitätsbedingung, nach welcher die in ein 
Volumenelement einströmende FlQssigkeitsmasse Null 
sein muß. Die Flüssigkeitsmasse pro Zeiteinheit und 
Flächeneinheit ist gleich dem Produkt der Dichte io die 
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Geschwindigkeit. Soll die Dichte konstant sein, so er- 
gibt sich 
(5) divö = . 

§ 42. Satze Ton Helmholtz über die Wirbel- 
bewegung. 

Besitzt die Kraft 5ß ein Potential, F, ist also 

so läßt die Gleichung (4) des § 41 sich einfacher schreiben, 
es ist 

(1) '^ + i'^^'-^{^+jp] 

Hieraus können wir sofort eine Gleichung ableiten, 
die eine allgemeine Eigenscliaft der Bewegung von Flüssig- 
keiten darstellt, was für Kräften die Teilchen der 
Flüssigkeit auch unterworfen sein mögen, wenn dieselben 
nur ein Potential besitzen. (Nach den Vorstellungen, die 
man sich von den Reibungskräften macht, gehören diese 
nicht dazu.) Wir haben oben gezeigt, daß die Rotation 
eines Gradienten Null ist; daraus folgt in vorliegendem Fall: 

(2) ■ curl(^.J + (bF)t.) = 0. 

Nennen wir die Rotatiousgeschwdndigkeit 

^curlt) = tu , 
80 können wir die Gleichung schreiben: 

-^ curl[ö curlb] = . 

et 
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Benutzen wir Gleichung (5) in § 31, so kommt: 

^ + (bF)h)-(h)P)ü = 0, 

oder nach Gleichung (2) in § 22: 

(3) S=("''^)f- 

Diese Gleichung ist der Ausdruck der von Helmholtz^) 
zuerst erkannten Eigenschaft reibungsloser Flüssigkeiten: 

„Diejenigen Wasserteilchen, welche nicht 
schon Rotationsbewegungen haben, bekommen 
auch im Verlaufe der Zeit keine Rotations- 
bewegungen." 

Die Richtung des Vektors to fällt nach der Definition 
in die Achse der Rotation, oder nach Helmholtz in die 
Richtung der Wirbellinie durch den betreffenden Pmikt, 
indem er definiert: „Wirbellinien sind Linien, welche 
durch die Flüssigkeitsmasse so gezogen sind, daß ihre 
Richtung überall mit der Richtung der augenblicklichen 
Rotationsachse der in ihnen liegenden Wasserteüchen 
zusammentrifft." 

Die Entfernung zweier in einer Wirbellinie zu Beginn 
des Zeitelementes dt befindlicher, benachbarter Teilchen 
sei der Richtung und Größe nach durch {e • ip) gegeben. 
Am Ende des Zeitelementes dt ist die Entfernung: 

d I dxo \ 

d. h. die Verbindungslinie der Teilchen fällt in die Richtung 
der Rotationsachse am Ende der Zeit dt^ &a bleiben also 
die Teilchen in ein und derselben Wirbellinie. 



») H. V. Helmholtz, Wiss. Abh., 1, S. 101 ff. 
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„Eine jede "Wirbellinie bleibt fortdauernd aus 
denselben "Wasserteilchen zusammengesetzt, 
während sie mit diesen AVasserteilchen in der 
Flüssigkeit fortschwimmt." 

"Wirbelfäden nennt .Helmholtz Teile der Wasser- 
masse, welche man dadurch aus ihr herausschneidet, daß 
man durch alle Punkte des ümfanges eines unendlich 
kleinen Flächenelementes die entsprechenden Wirbel- 
linien konstruiert. 

Man sieht sofort, daß das Produkt aus der Kotations- 
geschwindigkeit und dem Querschnitt ia der ganzen Länge 
desselben Wirbelfadens konstant ist. Denn wenn wir von 
einem Querschnitt eines Wirbelfadens zum benachbarten 
übergehen, so ist die Änderung des Integrals dieses Pro- 
duktes über den Querschnitt nach Gleichung (5) in § 28 

{tu P)/m >do^0 . 

Den Betrag des Vektors tu bezeichnet man als Wirbel- 
stärke, das Produkt aus Wirbelstärke in den Querschnitt 
eines Wirbelfadens als das Moment des Wirbelfadens. 
Es folgt hieraus, daß Wirbelfäden und daher auch 
Wirbellinien stets geschlossen sein müssen. 

Besitzt die Kraft 5ß kein Potential, so ist 

(4) eurl^l^ + (t, F) t,j = ^ _ (to P) ö = curl5ß . 

Umgekehrt folgt hieraus, daß, wenn die Bewegung der 
Teilchen so vor sich geht, daß ein Geschwindigkeits- 
potential besteht, d. h. daß 

curlb = 2 n) = , 

die Bewegung unter dem Einfluß von Kräften erfolgen 
muß, die ein Potential besitzen; in diesem Fall ver- 
einfacht sich die Gleichung (1) bedeutend, indem dann 
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(5) |£ + ^F,.= p(r+l;,). 

Setzen wir t) = Fa, so folgt nach Integration: 

f) fi 1 

(6) Tr- + \ {Vaf = F + — i? + Funktion der Zeit. 

C fr o 

Die Inkompressibilitätsbedingung geht über in: 

§ 43. Solenoidaler Tektor. 

Im allgemeinen wird die Geschwindigkeit der Teilchen 
in einer inkompressiblen Flüssigkeit die beiden Differential- 
gleichungen erfüllen : 

(1) divt) = , 

(2) curlt) = 4 jr lü . 

Der Geschwindigkeitsvektor der Flüssigkeitsteilchen ist 
also nach § 32 ein solenoidaler Vektor eines quellenfreien 
Gebietes. Seine Yerteilung ist durch Gleichung (1) und (2) 
bestimmt. 

Da divt) = ist, so können wir nach § 31 ö als die 
Rotation eines anderen Vektors darstellen, wir setzen: 

(3) t) = curlu . 
Dann geht (2) über in: 

(4) curl curlu ^^£ grad divu — V^u^^nto. 

Die allgemeinste Form eines Vektors ist die Summe 
der Rotation eines anderen Vektors und des Gradienten 
einer skalaren Größe. Wir können also jedenfalls schreiben : 

U = curlu' + gradw''. 
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Die GHeichung (3) bestimmt nun von dem Vektor u nur 
den ersten Teil, während gradw^^ willkürlich gewählt 
werden kann, denn 

t) = curlu = curlcurlu^ 
da 

curlgradi*^'= . 

Der Vektor b läßt sich also jedenfalls durch einen Vektor 
darstellen, der wieder durch die Rotation eines neueii 
Vektors darstellbar ist, d. h. durch einen Vektor, dessen 
Divergenz Null ist. Wir dürfen also u in Gleichung (3) 
der Nebenbedingung unterwerfen: 

(5) divu = . 
Dann folgt aus (4): 

(6) F2u = -4jrm. 

Diese Gleichung ist drei analytischen Gleichungen zwischen 
den drei Komponenten äquivalent, und die Form dieser 
Gleichungen ist dieselbe, die wir in § 34 kennen gelernt 
haben. Übertragen wir die obigen Resultate auf den 
vorliegenden Fall, so können wir schreiben: 

(7) U =1^ dx , 

wenn wir von u Stetigkeit im ganzen Raum voraussetzen 

und annehmen, daß es im Unendlichen wie — verschwindet, 

1 ^ 
wodurch festgesetzt wird, daß ö wie — r^ im Unendlichen 

verschwindet. Man bezeichnet in Analogie zu dem ska- 
laren Pot^tial u als das Vektorpc^ential der Vektor- 
verteilung ip. 

Valentin er, Vektoranalysis. o 
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Daß diese Lösung der Bedingung (5) genügt, ist 
durch direkte Berechnung von 



-f\ 



div/ — dr 
r 



leicht zu zeigen. Da die Rechnung indessen etwas weit- 
läufig ist, so benutzen wir zu der Verifikation von Glei- 
chung (5) einen anderen, bequemeren Weg. 

Wir bilden von Gleichung (6) die Divergenz, also 

divF^n = divgraddivu = P^divu = — div4 7i:lü. 

Nun folgt aus Gleichung (2), daß 

div4 jitv = , 
also 

F2 divu = . 

Das ist nichts anderes als die Laplacesche Gleichimg für 

divu . Da nun u wie ' — im Unendlichen verschwinden 

1 ^ 
soll, also divu wie — , so muß nach § 34 divu = sein, 

was wir beweisen wollten. 

Es läßt sich also der Geschwindigkeits vektor b schreiben : 

tu 



(8) 



ch 
r 



= curl / 

, Tcarlt) , 

= curl / ciT , 

J 4:7ir 



liieriu bezieht sich die Differentiation unter dem Integr«ü- 
zeichen auf die Änderung von tj an der Stelle des Ele- 
mentes dt in der Entfernung r von dem Punkt, für 
welchen ö bestimmt wird,, und. dessen Koordinaten die 
Diiferentiationsvanabeln des Integrals sind. 
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§ 44. Flächenwirbel. 

Unterwerfen wir das Yektorpotential u einer all- 
gemeineren Bedingung, nämlich der, daß beim Durch- 
schreiten von gewissen Flächen die ersten Ableitungen 
von u in Richtung der Flächennormale ünstetigkeiten 
besitzen können, so daß 

((nF)u), + ((nF)u)2 = 4^E 

ist, so muß nach § 34 die Lösung der Gleichung (6) des 
vorigen Paragraphen lauten: 



-f>-B^r- 



Für ö ergibt sich daraus folgende Eigenschaft. Wir bilden 
das Vektorprodukt des Wertes, den der Vektor tj an einer 
Stelle des Raumes in unmittelbarer Nähe der ünstetigkeits- 
fläche annimmt, in die Normale der Unstetigkeitsfläche 
an dieser Stelle: 

[n , t)] == [n , curlu] = grad (n u)„ — (n F) u . 
Daraus folgt: 

4:t j = (grad(nu)„)i + (grad(nu)„)2 - [nö]i — [nöJa • 

Nun ist 

grad(nu)„ = ndivu . 

und divu auf beiden Seiten der Unstetigkeitsfläche Null, 
so daß 

(gratl(nu)„)i + (grad(nu;n)2 = 
ist. Es blejbt also: 

[nb]i + [nd]2 = -4jr|r. 

Die tangörhtiale Koii^potlent'e vob b erleidet beim 
Durchtritt durch die Fläche eine Unstetigkcit. 

8* 
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Die normale Komponente bleibt davon unberührt. Das 
ergibt sich auch aus der Bedingung, daß divö im ganzen 
Baum Null sein soll; denn die Annahme einer Unstetigkeit 
der normalen Komponente an einer Fläche würde nach 
§ 38 die Bedeutung haben, daß die Fläche eine Flächen- 
ergiebigkeit besitzt. 

Zur "weiteren Untersuchung der Unstetigkeit umgeben 
wir die Unstetigkeitsf Jäche mit einer sich zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitsfläche möglichst eng anschließenden, ge- 
schlossenen Fläche und bilden längs einer geschlossenen 
Linie auf derselben das Integral 

Der Integrationsweg soll so zu beiden Seiten der Un- 
stetigkeitsfläche verlaufen, daß jedem Linienelement auf 
der einen Seite ein in entgegengesetzter Richtung durch- 
laufenes, imendlich benachbartes auf der anderen ent- 
spricht. Das Integral gibt uns die Wirbelstärke durch 
die von dem Integrationsweg eingeschlossene Fläche, 
welche zu einem um so schmäleren Streifen zusammen- 
schwindet, je enger die Umschließungsfläche an die Un- 
stetigkeitsfläche sich anlegt. Das Integral können wir 
nun in eine Summe von Integralen zerlegen, indem wir 
den Integrationsweg in eine Reihe geschlossener Wege 
teilen (Fig. 11). Da die Normalkomponente von ö beim 
Durchtritt durch die Fläche stetig bleibt, so können wir 
nämlich den Integrationsweg an jeder beliebigen Stelle 
der Fläche normal durch die Fläche hindurchlegen, wenn 
wir dieses hinzukommende Wegstück" ä^uch rückwärts 
durchlaufen. Wir zerlegen demgemäß die den Integrations- 
weg bildende Umrandung des schmalen Streifens in die 
Umrandungen beliebig vieler J' aneinander' stoßender, 
schmaler Streifen, deren Gesamtflächeninhalt und Lage 
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mit dem ursprünglichen identisch ist. Ein solches 
Streifenelement a greifen wir heraus, es mag die Länge d§ 
und die gegen da sehr kleine Breite dn haben. Dann 
geht das Integral der Umrandung dieses Streifens über in: 

(öl — Ö2) d^ = curlö [d^ .dn], 

oder bezogen auf die Längeneinheit von d^ m: 

(t)j — Ö2) • d^ = curlb [djdn] . 




Fig. 11. 

Auf der linken Seite steht die Differenz der Tangential- 
komponenten von t) in der Eichtung d^ zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitsfläche, welche nach unserer obigen An- 
nahme einen endlichen Wert haben soll; also ist auch 
der auf der rechten Seite stehende Ausdruck von end- 
lichem Wert Derselbe ist gleich der Wirbelkomponente 
durch die unendlich kleine Fläche [d^ dn] in der Normalen- 
richtung dieser kleinen Fläche. Es fließt also in der Unstetig- 
keitsfläche ein Wirbel, von unendlich großer Stärke, so daß 
das Produkt aus dem Querschnitt der Fläche (ateo einer 
Linie) in die Wirbelstärke von endlichem Betrage ist, 
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d. h. von der Größenordoung einer Eaumwirbelstärke. 
Man nennt solche in der Fläche verlaufende Wirbel 
riächenwirbel. 

Kapitel 3. 

Einiges aus der Theorie der Elektrizität. 
§ 45. Berechnung eines beliebigen Vektorfeldes. 

In § 36 wurde aus der Angabe der Quellen das 
-wirbelfreie Vektorfeld berechnet, in § 43/4 aus der An- 
gabe der Wirbel das quellenfreie Gebiet. Da wir, wie in 
§ 32 gezeigt ist, jedes Vektorfeld in ein wirbelfreies und 
in ein quellenfreies zerlegen können, so steht der Be- 
rechnung eines beliebigen Vektorfeldes, dessen Quellen 
und Wirbel angegeben sind, und welches die oben ge- 
forderten Bedingungen erfüllt, nichts im Wege und wir 
können die Lösung, d. h. den Wert des Vektors in einem 
beliebigen Punkt sofort hinschreiben. Der Vektor be- 
steht aus der Summe des Gradienten eines skalaren 
Potentials F und der Rotation eines Vektorpotentials u : 

(1) 2B = gradF+curlu ; 

V und u sind durch die Ausdrücke in § 36 und 43 ge- 
geben. Für den ersten Teil hat man, wenn wir, wie im 
folgenden geschehen soll, von Unstetigkeiten des Vektors 
imd seiner Ableitungen absehen, wie oben bemerkt wurde, 
die Bezeichnung New^ eingeführt. Für den zweiten Teil 
benutzt man eine ähnliche Schreibweise. Der Vektor u 
ist das Potential der Vektorverteilung tt? ; analog der Be- 
zeichnungsweise 

(2) r=Pot^ 
setzt man daher .,, . 

(3) u = Potm , 
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so daß Grleicliung (1) die Form annimmt: 

(4) 9B = PPot^ + [FPottü], 

statt dessen schreibt man auch: 

New^ + LaplD . 

Die zweite Abkürzung ist in Erinnerung an den Namen 
Laplace eingeführt. Es ist neben der vektorieilen 
Verbindung des Hamiltonschen Operatora mit einem 
Yektorpotential noch eine zweite, die skalare Ver- 
bindung von Wichtigkeit; auch für diese hat man eine 
bequemere Bezeichnung gefunden und schreibt Maxwell 
zu Ehren: 

FPütiü =MaxhJ . 

Für die drei Operationen FPot bestehen einige Be- 
ziehungen, die beim Rechnen mit diesen Symbolen von Nutzen 
sind. Es mag hier wenigstens der folgende Satz angeführt 
werden, dessen Beweis durch eine einfache Überlegung geführt 
werden kann und daher dem Leser überlassen sei. 

V und u sind Kaumintegrale von der Form 



/// 



^-dx. 



Darin ist r die Entfernung des Elementes dx mit der Dichte q 
von dem Punkt, für welchen das Potential gesucht wird, 
dessen Koordinaten unter dem Integralzeichen als Parameter 
auftreten, während dieselben bei den in Gleichung (4) durch V 
geforderten Differentiationen die Rolle der Differentiations- 
variablen übernehmen. Statt der Differentiation des 
Integrals nach dem Parameter kann unter dem 
Integral die Funktion q nach den Integrations- 
variablen differenziert werden, wenn ^ und seine ersten 
Ableitungen endlich und stetig sind sowohl in dem be- 
trachteten Raum als an der Oberfläche; es ist also 

ppotß = PotPe 
(5) { [7^01X0] = ^otcyalto 

PPotlu = Potdivlu . 
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Die letzte Gleichung zeigt unmittelbar, wenn u der Glei- 
chung (7) in § 43 genügt, also 

u = Potlo , wobei 4^10 = curlö , 
daß: 

divu = div Potto = Pot divto = . 

Bezieht sich das Integral Pot^ auf eine diskontinuierlich 
abgegrenzte Masse von der Dichte q , so ist Fq an der Grenze 
sinnlos; in diesem Fall gilt statt Gleichung (5) die folgende 
Formel : 

(50 P FotQ = Pot Pe +fj ^do; 

hierin bezieht sich Vq auf das Innere der abgegrenzten Masse, 
wo es stetig ist; das zweite Glied auf der rechten Seite ist 
ein Integral über die Oberfläche des Körpers, das unter dem 
Integralzeichen stehende e bezeichnet die Dichte des Körpers 
in unmittelbarer Nähe der Oberfläche. 



§ 46. Elektromagnetische Gleichungen Ton 

Maxwell - Lorentz. 

Die wichtigste Anwendung in der mathematischen 
Physik hat die Vektorentheorie seit Maxwell bei der Dar- 
stellung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
gefunden. Die Maxwellsche Beschreibung dieser Er- 
scheinungen verwendet die folgenden Vektoren. 

® resp. § die elektrische, resp. magnetische 
Feldstärke, welche der Größe und Richtung nach die 
Kraft eines elektrischen, resp. magnetischen Feldes auf 
die Elektrizitätsmenge e , resp. den magnetischen Pol m , 
an dem betreffenden Punkt bestimmt, nachdem wir die 
Kraft durch Division mit e resp. m auf die Einheits- 
ladung reduziert haben (e resp. m als unendlich klein 
und von unendlich kleiner materieller Ausdehnung voraus- 
gesetzt). Die Einheitsladung ist dadurch festgesetzt, daß 
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die Größe der abstoßenden Kraft zweier in der Ent- 
fernung r befindlicher Körper mit den Ladungen e und e\ 
resp. m und w! 

ee^ mim! 



resp. 



4^r2' ^- 4^r2 

beträgt. 

% die elektrische Erregung oder die dielek- 
trische Yerschiebung. Dieser Vektor wird so ge- 
wählt, daß der Vektorfluß durch das Flächeoelement c?o , 
also %d^ gleich ist der Elektrizitätsmenge, welche das 
Element seit der Zeit durchflössen hat, zu welcher die 
Materie keinen elektrischen und magnetischen Einflüssen 
ausgesetzt war. In der Elektrostatik ist also 

die gesamte elektrische Erregung durch eine geschlossene 
Fläche gleich den gesamten von der Fläche umschlossenen 
elektrischen wahren Ladungen. 

Für isotrope Körper mit der Dielektrizitätskonstante e 
besteht zwischen % und ® die einfache Beziehung 

Die Änderung von % mit der Zeit an einem be- 
stimmten Punkt des Baumes konstituiert einen elek- 
trischen Strom, den Maxwell Verschiebungs ström 
nennt. Im Innern der leitenden Materie besteht außer 
diesem Verschiebungsstrom ein Konvektionsstrom 
elektrisch geladener Teilchen, dessen Geschwindigkeit 
durch den Vektor d gegeben sein mag, und der mit dem 
elektrischen S&om der älteren Theorie zusammenfällt. 
Der Gesamtstrom ist danach 
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Diesen Vektor © nimmt die Theorie als stets solenoidal 
verteilt an, so daß er als Rotation eines anderen Vektors 
sich schreiben lassen muß. 

S3 die magnetische Induktion od er magnetische 
Erregung. Von diesem Vektor erhalten wir eine An- 
schauung, wenn wir an die durch das Faradaysche In- 
duktionsgesetz angegebene Erfahrung erinnern. Es wird 
in einen geschlossenen Stromkreis ein elektrischer Strom 
induziert, wenn an der Stelle ein magnetisches Feld er- 
regt oder verändert wird. Die Elektrizitätsmenge, die 
durch den Querschnitt des Stromleiters bei der Erregung 
eines magnetischen Feldes hindurchtritt, ist proportional 
der von dem Leiter umschlossenen Fläche, umgekehrt 
proportional dem elektrischen Leitungs widerstand in dem- 
selben und proportional der magnetischen Erregung durch 
die Fläche, welche wesentlich von dem Medium, in dem 
die Erregung stattfindet, abhängig ist. Im einfachsten 
Fall, dem freien Äther, ist die Erregung gleich der dort 
vorhandenen Feldstärke; in einem isotropen Medium 
setzt man 33 proportional ^ , der Proportionalitatsfaktor 
ist die Permeabilität jn des Mediiuns, so daß 

Diese Vektoren 6, ^, 3), ©, 35 stehen miteinander durch 
die folgenden Grundgleichungen in Beziehimg: 

(1) eurl«, = l@ = |(^ + ,ö), 

(2) curie = — — 



r« j > 



V et 
worin v die Lichtgesch^vindigkeit bedeutet. 
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Außerdem gilt: 

div93 = , 
divS) = Q , 

wenn q die Dichte der Elektrizität an der betreffenden 
Stelle bedeutet. Aus der Allgemeingültigkeit der Glei- 
chung (1) folgt: 

e 

div© = -^Q + div(^ t)) ^ , 

welches aussagt, daß die Ladung jedes Massenelementes 
während der Bewegung unverändert bleiben soll. (Kon- 
tinuitätsgleichung der Elektrizität.) 

§ 47. Biot-Sayartsches Gesetz. 

Haben wir es mit einem stationären Strom in einem 
ponderablen I^eiter zu tun, so geht der Gesamtstrom © 
in den Konvektionsstrom Qt) über. Die magnetische 
Wirkung, die von demselben ausgeht, ist gegeben durch : 

curl© = — © = — n t) , 

div§ = . 
Daraus folgt nach § 45, Gleichung (4): 

(1) 4 TT § = Lap — © , 

oder, wenn wir den zur Stromrichtung senkrechten Quer- 
schnitt des stromdurchflossenen, für das Folgende als un- 
endlich dünn angenommenen Leiters mit q, die Strom- 
stärke mit 

© 

V 
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bezeichnen : 



4:71^ = Lap— © 



Das stellt das Biot-Savartsche Gesetz der Erzeugung 
eines magnetischen Feldes durch einen elektrischen Strom 
dar. Um die Übereinstimmung mit der gewohnten Form 
zu zeigen, gehen wir auf die Bedeutung von Lap zurück : 

Laptp z= [FPotto] , 

worin die Differentiation sich auf den Parameter in r, 
welches unter dem Potentialzeichen enthalten ist, bezieht 
Derselbe bestimmt die Lage des Punktes, für den das 
Potential zu bilden ist, also in dem speziellen Fall der 
Gleichung (1) die Lage des Ortes, für den § angegeben 
werden soll. Die Differentiation nach diesem Parameter 
können wir auch unter dem Integralzeichen ausführen, 
so daß wir erhalten: 

(2) ^v^-jjJY"' 



P- dr 



10 ist nun unabhängig von dem Parameter, wir können 
daher die Funktion mit dem dreifachen Integral nach 
§31, Gleichung (2) schreiben: 



Xo 




tto 



/jfO 



Danach ist also 
(3) 



^''^^"/[tS'H' 



oder, wenn wir rfr = q • rf§ setzen und beachten, daß @ 
und d^ die gleiche zu q senkrechte Richtung haben, so 
daß wir 

@ (q . rfg) = d^ (q .-S) =« c?§ . g 
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setzen dürfen: 



(30 4^§ = -/[^ 



Wir können also den Vektor ^ als eine Summe von 



t 



Elementen [d^ , r] -^ auffassen. Jedes Stromelement i d^ 



A«3 



ruft in der Entfernung r eine magnetische Kraft hervor, 
welche proportional dem Sinus des Winkels zwischen 
Stromelement imd Yerbindungslinie, umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung ist imd auf der 
Ebene der Yerbindungslinie und des Stromelementes 

senkrecht steht. Die Yektoren d§^x,[d^x]— = Ajid^ 

folgen aufeinander, wie es die Ampöresche Schwimmer- 
regel verlangt 

Wie wir LaplD durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen umformten, so können wir auch mit 
Maxto und New^ eine Transformation vornehmen: 

(4) a == P PotF = New^ ^fff^ dx ; 

aus dieser Summe ergibt sich unmittelbar, daß a auf- 
gefaßt "werden kann als eine geometrische Summe von 
Kräften, welche alle, von verschiedenen Yolumenelementen 
herrührend, an der Stelle wirksam sind, für die a be- 
rechnet wird, und deren jede der Größe und Bichtung 
nach durch das Newton sehe Gesetz bestimmt ist. 

§ 48. Elektrische Polarisation. 

Als Anwendung des Ausdruckes Max soll das Potential 
eines elektrostatischen Feldes, in welches Leiter und 
Isolatoren eingelagert sind, durch das Potential, welches 
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von den wahren Ladungen herriilirt, und das Potential 
der elektrischen Polarisation des Dielektrikums 
ausgedrückt werden. Die Verteilung der elektrischen 
Feldstärke @ sei bestimmt durch die Gleichungen 

(1) dive = q\ 

(2) (en)i + (en)2 = fi>', 

worin q und co' als die Dichten der freien Elektrizität 
bezeichnet werden. Da in einem elektrostatischen Feld 

curl® = 

ist, muß 6 von einem Potential ableitbar sein. Es sei also 

(3) g = -r^, 

wobei (f aus Gleichung (1) und (2) sich bestimmt zu: 

(4) 4.n<p^j^dT+j^df. 

Das Raumintegral ist über den ganzen mit Dielektrikum 
erfüllten Baum auszudehnen ; im Innern eines Leiters ist 
q' Null. Das Oberflächenintegral bezieht sich auf sämt- 
liche Trennungsflächen verschiedener Dielektrika von- 
einander, der Dielektrika von den Leitern und vom Äther 
und endlich der Leiter vom Äther. Die Trennungsflächen 
zwischen verschiedenen Dielektrika können wir ersetzen 
durch schmale Streifen, in denen wir einen inhomogenen, 
stetigen Übergang von einem zum anderen Dielektrikum 
annehmen, so daß die freien Ladungen an diesen 
Trennungsflächen als räumliche freie Ladungjön in dem 
ersten Integral berücksichtigt gedacht werden können. 
Da ferner im Äther sowie im Leiter 

r ■ f , r 

divg == , 



p. 
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so bleibt in Gleichung (2), auf welche Trennungsfläche 
sie sich auch beziehen mag, auf der linken Seite nur ein 
Glied stehen, welches von der Seite der Trennungsflache 
zweier Medien herrührt, die nach dem Dielektrikum ge- 
richtet ist. Mit Abtrennung des Potentials, welches sich 
auf die an den Leiteroberflächen befindlichen wahren 
Ladungen bezieht, 

r 
können wir also schreiben: 

Bedenken wir nun, daß co , die Dichte der wahren Elek- 
trizität, bestimmt ist durch 

(S)n)i + (2)n)2=^co, 

und daß sich diese Ladungen nur an der Oberfläche des 
Leiters befinden, so daß auch in dieser Gleichung das 
eine Glied der linken Seite Null ist, welches sich auf 
die nach dem Innern des Leiters gelegenen Seite der 
Oberfläche bezieht, und daß für den gesamten übrigen 
Kaum div2) = ist, so können wir einfacher schreibea: 

wenn 

gesetzt wird und die Richtung der Normale n, wie wir 
es gewohnt sind, nach dem Außenraum, über welchen 
nicht integriert wird, angenommen ist. Der Integrations- 
raum ist das Dielektrikum. 
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Die beiden letzten Integrale können wir aber er- 
setzen durch 



30 daß 

(5) A7i(p=j—df+M3&^. 

Die Bedeutung des Ausdruckes erkennen wir, wenn wir 
setzen 

Max$=«J(r$)frP^)rfT; 

zerlegen wir darin dr m do • dij ^ worin do ein Flächen- 
element, di) eine sehr kleine Leitlinie bedeutet, so kommt, 
da die beiden Klammerausdrücke als skalare Größen 
anders gruppiert werden können: 

Max5ß ^jJ^U(x^) V -i) d^ d% . 

Der Vergleich des inneren Integrals mit den Resultaten 
des § 39 zeigt, daß f (f 5ß) das Moment einer Doppelquelle 
an dem Flächenelement do bedeutet. 

Die in Gleichung (5) angegebene Form ergibt also 
eine Zerlegung des Potentials in ein Potential, welches 
von der wahren Elektrizität herrührt, und ein solches, 
welches von einem durch das ganze Dielektrikum ver- 
teilten System von Doppelquellen abgeleitet werden kann. 
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* 

III. Teil. 

Lineare Vektorfunktionen und Dyaden- 

rechnung. 

§ 49. Lineare Tektorfanktlonen. 

Das totale Differential eines Vektors in eiuer be- 
stimmten Richtung hängt im allgemeinen von der Rich- 
tung und von der Größe der Strecke, für die die Änderung 
bestimmt wird, ab. Aus' der bei Differentiationen stets 
angOAvandten Vernachlässigung unendlich kleiner Größen 
höherer Ordnung ergibt sich von selbst, daß das 
totale Differential eine lineare, homogene Funktion 
der Streckengrößen, längs deren die Änderung vor- 
genommen wird, ist, oder daß, wie man sagt, der Vektor, 
dessen totales Differential gebildet wird, in dem betrach- 
teten, imendlich kleinen Raum in homogener Ver- 
teilung gegeben ist. Auch in endlichen Raumgebieten 
kommen homogene Vektorverteilungen vor, nämlich wenn 
der Unterschied zweier Werte des Vektors am Anfang 
und Ende einer gegebenen Strecke nur von der Länge und 
Richtung derselben, nicht aber von der absoluten Lage des 
Anfangspunktes abhängt. Die linearen Vektorfunktionen, 
mit denen wir es in diesen Fällen zu tun haben, sind als 
die einfachste Gruppe der Vektorfunktionen näherer vektor- 
analytischer Untersuchung unterzogen worden, es soll 
daher auf diese neuere von Gibbs und Voigt zuerst aus- 
gearbeitete, von Wilson und Jaumann weitergeführte 
vektoranalytische Darstellung der linearen Vektorfunktionen 
eingegangen werden. Anwendungen dieser Unter- 
suchungen wurden mit besonderem Erfolg von Abraham 

Valentiner, Vektoranalysis. 9 
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in der Elektronenlehre, von Janmann in der Mechanik 
starrer und deformierbarer Medien gemacht 

Eine kontinuierliche Funktion eines Vektors 
ist eine lineare Vektorfunktion, wenn die Funk- 
tion der Summe zweier Vektoren gleich der 
Summe der Funktionen dieser Vektoren ist. 

Wir wollen als Bezeichnung einer linearen Vektor- 
funktion eines Vektors vor diesen Vektor den Buchstaben <& 
schreiben. Ist also die Geschwindigkeit b eine lineare 
Vektorfunktion des Ortsvektors t, so ist 

(1) t) = . r , 
und 

(2) öi-k)2=*.(ri-r2); 

die Änderung einer linearen Funktion des Vektors r ist nur 
abhängig von der Größe und Eicht ung der Änderung des 
Vektors r, nicht aber von dem absoluten Werte des- 
selben, d. h. von der Anfangs- oder Endlage selbst. 

§ 50. Die Dyade. 

Die allgemeinste Form einer linearen, homogenen 
Funktion f von r werJen wir erhalten, wenn wir eine 
Suname von Gliedern bilden, unter denen alle möglichen 
Kombinationen vorkommen, welche r mit Skalaren oder 
Vektoren bilden kann, derart, daß jedes Glied linear in r 
ist und alle Glieder entweder nur vektorielle oder nur 
skalare Größen sind. Im ersteren Fall erhalten wir eine 
vektorielle, lineare, homogene Funktion, im zweiten eine 
skalare. Die Formen sind: 

r'=2/".(^.r)+2'^(c*b*)+2J[r[e/f/]] 
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und 

(2) /=2J^,(b,r)+2^cdb,. 

Sie lassen sich sofort wesentlich vereinfachen, wenn wir 
an Stelle des Yektors die Komponenten in drei nicht 
komplanaren Richtungen einführen: 

Wir können dann die Summe nach r^^r^^ r^ ordnen und 
erhalten : 

(10 +r,{B,x + B,i + Bsl} 

. +r,{C,x + C,\ + C,l} 
und 

(20 . / = riDi+T2A+^3A- 

Die homogene, lineare, skalare Funktion des Vek- 
tors r , die also in jedem Fall in die Form (20 gebracht, 
oder wenn 

mit dem absoluten Betrag D gesetzt wird, in der Form 

/=(rS)) 

geschrieben werden kann, bedarf keiner näheren, all- 
gemeinen Untersuchung; sie ist durch Angabe eines 
Yektors 2) oder dreier skalarer Größen voll- 
ständig bestimmt. 

Die homogene, lineare Yektorfunktion r' ist, 
.wie Gleichung (10 zeigt, vollständig bestimmt, wenn 
sie in drei nicht komplanaren Richtungen ge- 
geben ist; z. B. in den Richtungen der durch die 
Klammerausdrücke bestimmten Yektoren. 

9* 
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Man sieht, daß die lineare skalare Funktion die Rolle 
einer Komponente einer linearen vektoriellen Funktion spielt. 

Zur aUgemeinen Beweisführung mögen die Werte der 
Funktion "i = f{y) für die drei Werte a , b , c des Argu- 
mentes r unter der Voraussetzung, daß die Richtungen 
von a, b, c nicht komplanar sind, gegeben sein, und 
zwar sei 

(4) I 4 = /•(&) , 

1 1^3 = m ■ 

Dann folgt für den Vektor 

(5) x^ aa + bi + cc 
nach G-leichung (2) von § 49 der Wert 

(6) r'=At) = ar; + i>t'2 + cr'3. 

Zur Bestimmung einer linearen Vektorfunktion bedarf 
es also der Angabe von neun Bestimmungsstücken, 
nämlich der Angabe von drei Vektoren, deren jeder den 
Wert der Funktion in einer zu den zwei anderen nicht 
komplanaren Richtung angibt. 

Gleichung (1^) kann man in eine andere Form über- 
führen, es ist 

r'=ir<At + Ai + AI> + it{...> + !r<...>, 

oder wenn wir für die Klammern die Vektoren 91, S3, © 
setzen: 

(7) r' = 9l(ir) + g3{ir) + ©(Ir). 

Statt dessen schreiben Gibbs und "Wilson symbolisch: 
(70 . t' = ,(9l;i + 58;i + ©;I)-r 

oder =t.(i;3t + j;S8 + I;e;), 
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wobei das Zeichen ;. zwischen zwei Vektoren die Ver- 
wechselung mit dem skalaren Produkt derselben aus- 
schließen soll; der Pimkt soll andeuten, daß der Yektor r 
der Faktor eines skalaren Produktes ist; aus der Stellung 
der übrigen Yektoren ergibt sich dann eindeutig, daß i , j , f 
die resp. anderen Faktoren sind. Die Operation, die durch 
die Schreibweise 91 ; i angedeutet ist, bezeichnet man als 
Dyade. Die allgemeine Form einer Dyade, die also eine 
Vektorfunktion bestimmt, ist: 

(8) (9i;i + S5;i + e;f).. 

Statt dessen schreibt man auch: 

(80 +Biii+B^u + B,li 

[ +C,tI + (7,i! + (73lI 
oder endlich 

(8^0 ^-=91; a + a3; 6 + ©; c, 

worin die Ersetzung von t , j , ! durch a , b , c andeuten soll 
daß man die Wahl der Yektoren keiner Einschränkung 
unterwirft. 91,33,® nennt man die Antezedenten, 
a,b, cdieKonsequenten. Bei willkürlicher Wahl einer 
der beiden Gruppen — freilich unter der einen Be- 
dingung, daß die drei Vektoren nicht komplanar sind — 
ist zur vollständigen Bestimmung der Dyade die Angabe 
der anderen Gruppe erforderlich imd hinreichend. 

§ 51. Anwendang. 

Zur Darstellung einer unendlich lileinen Deformation 
eines mit Masse kontinuierlich erfüllten Raumgebietes 
bedient man sich der folgenden Gleichungen. Es seien 
die Yerrückungen des Punktes x^, y^^ z^ durch die 
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Werte fi , ^i , Ci > di© des Nachbarpunktes a?2 ? 2/2 ? ^ durch 
^2» ^2> ^2 gegeben, dann gilt: 

(1) ^2 -fi =^(^ -a^i) ^ + (2/2 -2/i)^ + (^ -%)^ 
und entsprechende Gleichungen für: 

^2 — ^1 ^ f 2 - Ci ; 

I2 — fi 5 ^2 ~ ^1 7 f 2 "" f 1 s^d die Komponenten der re- 
'lativen Verrückungen benachbarter Punkte und sind 

durch diese Gleichungen, wenn die Koeffizienten -^r-, .,. 

ex 

bekannt sind, als lineare Funktionen der Komponenten 
002 — 3\ 1 2/2 — .2/1 ) ^2 — ^ ausgedrückt; mit anderen 
Worten, der Vektor dt> mit den Komponenten fg — li > 
^2 ~" ^1 ^ ^2 — ^1 ^^ linear durch den Vektor dt mit 
den Komponenten a^ — ^d y2 — 2/i » ^ — ^ dargestellt. 
Um die Vektorenschreibweise einzuführen, setzen wir 

lt + i?i + CI = ü, 

dann geht das System von Gleichungen Über in: 

indem für den Klammerausdruck, welcher eine Dyade 
darstellt, die oben eingeführte Bezeichnung gewählt ist. 
In ausführlicher Schreibweise ist 

ex CX , CX 



(3) 












c;;; 
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statt dessen kann man auch, ohne mißverständlich zu 
werden, schreiben: 

d^ drj eC 



(4) 



$ = 



dx' dx' dx 

e_l dr}_ d^ 
dy^ dy ' dy 

ej_ erj_ dc_ 

6z^ dz ^ dx' 



Wir wollen nun sogleich auch von dieser Schreibweise 
bei der in § 22 gegebenen Form des totalen Differentials 
Gebrauch machen. 

Nach der in § 22 gewählten Ausdrucksweise können 
wir die linke Seite der Gleichung (2) in der symbolischen 
Form schreiben: 

(5) {dxF)t) = {dxF)H + {dxV)rj\ + {dxF)^t. 
Darin ist 



/v 

-^1 



) 



Sx 



'es SS cs \ 

Behalten wir für die durch Gleichung (3) oder (4) ge- 
gebene Bedeutung bei, so ist, wie die ausführliche Schreib- 
weise lehrt, in der Tat 

(6) {dxF)\)==0'dx, 

Betrachten wir hierin, wie schon des öfteren, den Operator F 
als einen symbolischen Vektor: 

•dx dy ax 
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und (dtV) als skalares Produkt zweier Vektoren, so er- 
gibt die VergleichuDg mit Gleichung (7) und (7') in § 50, 
daß (dr P) ö eine aus den Vektoren P und b gebildete, 
mit dt multiplizierte Dyade darstellt An Stelle von 
' dl können wir schreiben dr • 0^, wenn wir mit 0^ 
die aus durch Vertauschung der Antezedenten mit den 
Konsequenten entstehende Dyade bezeichnen; dann ist 
nach Gleichung (8'0 in § 50 

>^ /^ ^ 

(7) <?/=i^; t) + i^;t) + I^;ö = P; t)=.Pö 

öx cy oz 

und 

(8) rfr.P; ö = (^r.^, 

wofür wir oben geschrieben haben (c^r V) ö . 

Diese neue Darstellungsweise des totalen Differentials 
ist im Gegensatz zu der früher angewandten nicht eine 
rein symbolische. Vielmehr ist eine Dyade ein reales 
physikalisches Gebilde; und diese rea'e Größe ^ ist mit 
einem reaku Vektor multipliziei t. 

Zu dieser Erkenntnis führt uns die folgende Betrachtung, 
welche lehrt, daß eine Dyade unter dem Bilde einer 
Fläche zweiten Grades vorstellbar ist 

Durch die Gleichung (2) oder (6) ist die relative Ver- 
rückung dö zweier Punkte in der durch den Vektor dt be- 
stimmten Entfernung gegeben. Es soll untersucht werden, 
auf welcher Fläche der Endpunkt der auf verschiedene Rich- 
tungen dl bezüglichen Verrückung db pro Längeneinheit 
von dl liegt, wenn der Anfangspunkt immer in den gleichen 
Punkt gelegt wird. Wenn dt) eine lineare Vektor funktion 
von dl ist, so muß auch dl sich als lineare Funktion von d\) 
darstellen lassen, da die Angabe der linearen Vektorfunktion 
äquivalent drei linearen, voneinander unabhängigen Gleichungen 
zwischen den drei Komponenten der beiden in Beziehung ge- 
setzten Vektoren ist. Es ist also auch 

(9) di = ^^'dt> , 
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Es sei nun dx ein Einheitsvektor, wir multiplizieren die Glei- 
chung mit sich selbst skalar, so kommt: 

(10) !=(*»• dt)y , 

welches eine quadratische Gleichung des Vektors dt) ist. Der 
Endpunkt von d\> liegt also auf einer Fläche zweiten Grades, 
die, wenn wir Endlichkeit aller Verrückungen des betrachteten 
Systems voraussetzen wollen, ein EUipsoid sein muß. Dieses 
Ellipsoid ist vollständig definiert durch die Koeffizienten der 
Dyade «^^ oder <^ . 

§ 52. Die Skalare und rotorische Dyade. 

Die Vektorsummen der linearen Funktion (1) in § 50 
lassen sich noch in anderer als der durch Gleichung (1^) 
dargestellten Weise zusammenfassen, nämlich in einer 
Summe von dreifachen Vektorprodukten, abgesehen von 
einem additiv hinzukommenden Glied, welches aus dem 
mit einer Skalaren multiplizierten Argument gebildet ist. 

Gleichung (1^) des § 50 können wir schreiben: 

= (ir)9l + (ir)S3 + (!t)6: 

[9lrl] + [i[S3r]] + [f[er]]+r(i9l+i95+I6:), 

wobei keine Voraussetzungen über die Richtungen t , j , I 
gemacht sind, nur dürfen sie nicht komplanar sein. 
Symbolisch schreibt man: 

jf=[a[3l + b[a3 + c[K,r]] + i>r 

worin an Stelle der Vektoien i, j, I zur Andeutung der 
Allgemeingültigkeit drei leliebige, nicht koraplanare Vek- 
toren a, b, c gesetzt sind. 

Man bezeichnet auch diese Operation, die durch die 
Schreibweise: 

(3) a9lX und afSl 
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angediButet wird, als Dyade, iind zum Unterschied nennt 
man die früher abgeleitete Form eine skalare oder 
lineare, die hier behandelte eine rotorische oder 
planare "Dyade. Die Summe beliebig vieler gleich- 
artiger Dyaden läßt sich zu einer Summe von höchstens 
drei Dyaden derselben Art zusammenfassen. Für skalare 
Dyaden geht das unmittelbar aus der Ableitung dieses 
Begriffes hervor. Für rotorische Dyaden ergibt es sicli 
in folgender Weise. Es sei eine Summe von mehr als 
drei rotorischen Dyaden gegeben; wir benutzen dieselbe 
zur Darstellung einer linearen Yektorf unktion. Jede lineare 
Vektorfunktion läßt sich aber, wie wir eben gesehen 
haben, in die Summe dreier rotorischer Dyaden und einen 
additiven, dem Argument der linearen Yektorfunktion 
parallelen Vektor zusammenfassen. Nun läßt sich ein vari- 
abler Vektor nicht durch ein vektoriellesTripelproduktvon 
der Form [a [b c]] darstellen, in welchem der betreffende 
Vektor selbst ein Faktor ist; es kann also der additive 
Vektor in der linearen Vektorfunktion auch nicht aus 
einer rotorischen Dyade entstanden sein, d. h. da wir nur 
eine Summe von rotorischen Dyaden angenommen hatten, 
muß der absolute Betrag dieses Vektors Null sein. Die 
Summe ist also dargestellt durch drei rotorische Dyaden. 
Man bezeichnet die auf drei Glieder reduzierten, nicht 
weiter reduzierbaren Dyaden als komplette Dyaden. 

Explizite können wir diese Zusammenfassung einer Summe 
von Skalaren oder rotorischen Dyaden in drei Glieder, wenn 
wir von der in § 15 angegebenen Darstellung eines Vektors 
durch die Summe dreier Vektoren von willkürlich vorgegebenen 
Eichtungen Gebrauch machen, sofort hinschreiben. 

Es seien die beiden Arten von Dyaden der Vektoren a 
und b unter der Schreibweise a , b zusammengefaßt. 

a, b, c mögen drei willkürlich vorgelegte, nicht kom- 
planare Vektoren sein, die wir als Antezedenten oder Konse- 
quenten der kompletten Dyade wählen wollen, dann kann 
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(4) ^a„bf = a,a'+b,V+c,c' 

gesetzt werden, worin die Vektoren a', b', c' aus den unter 
dem Summenzeichen enthaltenen, gegebenen Vektoren, wie 
folgt, zu berechnen sind. Es ist nach § 15 

(5) ^« = ^ ^rf>.i + 'P f^r.^1 + c 



und daher 



a [b c] b [c a] ' c [a b] 



(6) 



a, [b c] 



b 






■=2/ 



b[ca] 

, ajobj 
c[ab] 



Die durch die vektoranalytische Darstellung der linearen 
Vektorfunktionen eingeführten Dyaden stellen zwei neue Ge- 
bilde zweier gegebener Vektoren dar, die nicht weniger einer 
allgemeinen Behandlung fähig sind, wie die früher abgeleiteten 
Gebilde, das skalare und das vektorielle Produkt. Es lassen 
sich auch für die Dyaden selbständige, einfache Rechnungs- 
regeln ableiten, die den Additions- und Multiplikationsregeln 
der Vektoren und vielfachen Produkte analog sind. Gerade 
.dadurch bietet die vektoranalytische Darstellung der Vektor- 
funktionen Vorteile und Nutzen. 

§ 53. Benntzung der Dyaden hei den dreifachen 

Tektorprodnkten. 

Die Einführung der Dyaden in den linearen Vektor- 
funktionen wurde dadurch nahegelegt, daß die dreifacheu 
Vektorprodukte: 

a (b r) und [a [b r]] 

keine Transformation in eine Jorin gestatten, die den 
variablen Vektor r explizite, nämlich multipliziert 
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mit einer bekannten Form der beiden gegebenen 
Vektoren, enthält. Mit Beautzung der dyadi«5chen Ge- 
bilde ist dagegen jedes Produkt dreier Vektoren, unter 
denen ein variabler Vektor sich befindet, zurückführbar 
auf eine Kombination eines bekannten Grebildes der beiden 
gegebenen Vektoren mit dem variabeln. In einem drei- 
fachen Produkt können nämlich die beiden konstanten 
Vektoren a imd b nur in den folgenden Kombinationen 
vorkommen: 

1. ab als skalares Produkt in (ab)r 

2. [ab] als vektorielles Produkt in [a b] r und [[a b] r] 

3. y \ als skalare Dyade in a (b r) oder (r a) b 

4. ^1^ l in a [b r] oder [r b] a 

5. 1 J:-! [ als rotorische Dyade in [a [b r]] oder [[r a] b] , 

wobei die Verbindung (4) sich unter (2) einordnen läßt, da 

a [b r] = [a b] r 
ist. 

Zur Angabe der Dyaden ist es notwendig, die Rich- 
tung der beiden Vektoren a und b und das Produkt der 
absoluten Beträge zu kennen. Dadurch sind auch immer 
die beiden ersten Kombinationen, das skalare und das 
vektorielle Produkt, mitbestimmt. Man bezeichnet die- 
selben in der Dyadenrechnung als ersten Skalar resp. 
ersten Rotor der Dyade. 

Die skalare Dyade wollen wir mit Jaumann, der zu 
der systematischen Ausgestaltung der Dyadenrechnung 
bemerkenswerte Beiträge geliefert hat, in der Schreib- 
weise durch einen oben angefügten Index s, die ro* 
torische Dyade durch den Index r kennz^chnen, wenn in 
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den folgenden Entwicklungen beide Arten benutzt wer- 
den ^). Es ist also, wenn wir für ein einzelnes dyadisclies 
Glied den Buchstaben Ä benutzen, 

Ar = [a[b = abX-==afb, 

Der erste Skalar der Dyade, (a^b), wird bezeichnet durch tIJ 
oder als eine von der rotorischen Dyade abgeleitete Form 
— ^Äg, so daß 

Äi = {ab) 

^r = ~2(ab). 

Der erste Kotor der Dyade, [a b] , wird bezeichnet durch 
Ä'f, resp. —Ar, also 

§ 54. Yerbindungen der Dyaden mit Tektoren 

undDyadem 

oc) Das skalare Produkt eines Vektors c mit einem 
der Vektoren der skalaren Dyade Ä^ oder a; b ergibt 
das Tripelprodukt (3) in § 53, und zwar ist 

(1) ^« • c = a (b c) , 

(2) c.^« = (ca)b, 
woraus folgt: 

(3) Ä''C-C'Ä' = [c[ab]]. 

ß) Das vektorielle Produkt eines Vektors c mit 
einem der Vektoren der skalaren Dyade ^^ ergibt eine 



^) Der Einfachheit halber ist, wenn die rotorische Dyade 
nicht in die Rechnung eintritt, der Index bei der skalaren 
Dyade fortgelassen. 
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neue Dyade, indem das Vektorprodukt zu dem einen 
Vektor der neuen Dyade verschmilzt: 

(4) [^«c] = a;[bcl, 

(5) ' [c^«]-[ca];b. 

y) Das skalare Produkt eines Vektors c mit einem 
der Vektoren der rotorischen Dyade ^'' löst die Dyade 
in einen sinnlosen Ausdruck auf. 

d) Das vektorielle Produkt eines Vektors c mit 
einem der Vektoren der rotorischen Dyade A^ führt 
zu einer Zweideutigkeit. Entweder ist das Ergebnis die 
Vervollständigung des Tripelproduktes (5) oder eine neue 
rotorische Dyade. Da es ein skalares Produkt nicht gibt, 
so nennt man zur Unterscheidung der beiden Fälle das 
erste Produkt (analog Fall a) ein skalares Produkt 
der rotorischen Dvade mit einem Vektor und 
schreibt: 

(6) A''-c = [a[ic]], 

(7) c.^' = [[co]b], 
woraus folgt: 

IA'-c — C'Ä' = — [c[ab]] = —Ä'-c + C'Ä' 
c-^* — ^''.0=-— c(ab) . 

Der zweite Fall wird als vektorielles Produkt be- 
zeichnet und geschrieben: 

(9) [^'•c] = ar[bc], 

(10) [cA'] = [ca]^h. 

Hat man es mit Produkten von mehr als drei Vek- 
toren zu tun, so können in diesen außer den besprochenen 
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Verbindungen auch zwei Dyaden nebeneinander vor- 
kommen. In einigen Fällen der verschiedenen Kombi- 
nationen läßt sich die Verbindung (oder das Produkt) der 
Dyaden auf bekannte Formen zurückführen, in eiiiigen 
Fällen stellen die Produkte solche Verbindungen her, die 
mit der bloßen Kenntnis der Vektoren- und Dyadenform 
nur als unvollständige Gebilde erkannt werden können, 
in gleicher Weise wie die Dyaden in der reinen Vektoren- 
lehre unvollständige Gebilde sind; diese Formen führen 
daher auf neue selbständige Operatoren, die man 
Triaden nennt. Die anderen Fälle der Dyadenver- 
bindungen sind sinnlos. 

e) Unter dem skalaren Produkt zweier ska- 
larer Dyaden: 

(11) (o;b)(c;b), 

welches z. B. in dem vielfachen Vektorprodukt vorkommt, 

(9ta)(bc)(b»), 
oder in 

(9Ia)(bc)b, 

kann nur die durch die Klammern angegebene Operation 
verstanden werden. Es folgt daraus sofort, daß das skalare 
Produkt zweier skalarer Dyaden wieder eine skalare 
Dyade ist, die aus den beideu äußeren der vier Vektoren 
des Dyadenproduktes gebildet ist, indem die inneren zu 
einer skalaren Größe verschmelzen. 

C) Das vektorielle Produkt zweier skalarer 
Dyaden 

(12) (a;b).X(c;b) 

etwa in 

(9la)[bc](b93) 
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oder in 

(9la)[bc]b 

kann entweder wie in dem letzteren Fall auf den ersten 
oder vierten mit dem skalaren Tripelprodukt der drei 
anderen multiplizierten Vektor reduziert werden, ein 
Umstand, der es erlaubt, von vornherein das Produkt 
einfacher zu schreiben, oder es fuhrt auf ein neues selb- 
ständiges Gebilde, die Triade, welche aus drei 
nebeneinanderstehenden Vektoren 

(13) a[bc]b 

besteht, von denen der erste und dritte mit anderen 
Vektoren in Verbindung treten. Zur Vermeidung von 
Zweideutigkeiten müssen also vektorielle Produkte zweier 
skalarer Djaden genauer definiert sein, als durch die an- 
geschriebene Form (12). 

rj) Das skalare Produkt zweier rotorischer 
Dyaden ist eine unmögliche Verbindung, man könnte 
aber mit etwas veränderter Begriffsbildung unter einem 
solchen Produkt die Form 

(14) [a(bc)b] 

verstehen, welche sich also auf einen Vektor zurück- 
führen ließe. 

d) Das vektorielleProdukt zweier rotorischer 
Dyaden fülirt entweder auf eine Triade 

[a [b c] b] , 

oder auf ein noch höheres Gebilde 

[a[b[c[b, 

oder auf eine rotorische Dyade, oder endlich auf einen 
Vektor, je nach der zu der eindeutigen Bestimmung not- 
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wendigerweise anzugebenden Assoziation und den weiteren 
Verbindungen. 

i) Produkte rotorischer und skalarer Dyaden haben 
keine Bealität. 



§ 55. Bedaktlon der Dyadensümmen auf ein und 

zwei Glieder. 

Aus der Ableitung der Dyaden geht hervor, daß, wenn 
mehrere Dyaden mit einem und demselben Yektor multi- 
pliziert werden sollen, dieselben sich in eine Dyaden- 
summe zusammenfassen lassen, d. h. vor der Multiplikation 
summiert werden können. Auch bei der Multiülikation 

■A 

der Dyadensummen gilt das distributive Gesetz. Nur 
muß auf die Reihenfolge der Vektoren geachtet werden. 
Hieraus und aus den Sätzen des vorigen Paragraphen 
ist zu folgern, daß, wenn $ , W und Q skalare Dyaden- 
summen vorstellen, wir schreiben können: 

(1) 0'W=W'^ 

Die Gleichung (1) erlaubt eine einfache geometrische 
Interpretation. Es mag der Vektor x die Lage eines 
Punktes im Raum gegen ein gegebenes Achsensystem 
angeben. Nehmen wir eine Koordinatentransformation 
im Raum vor, wählen wir z. B. als neue Koordinaten: 

*2 = ^1 -4 + ^2 ^2 + ^3 Q ? 
^3 = ^1^3 +^2 ^8+ ^8 Q J 

SO ist die Lage desselben Punktes im neuen Achsen- 

Yalentiner, Vek^oranalysis. 10 
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System, welches den gleichen Anfangspunkt besitzt, durch 
die homogene, lineare Yektorfunktion 

(2) r'^^-r 
gegeben, wenn 

r = rj t + r2 i + rg I 

und aus Gleichung (80 in § 50 folgt, oder, analog der 
Gleichung (4) in § 51 geschrieb2n, die Form hat: 

Ü> = A^ j A2 j Aq ^ 

Einer neuen Koordinatentransformation mag die Gleichung : 

(3) rf'=W'rf 

entsprechen. Dann sagt die Gleichung (1) aus, daß die 
Keihenfolge der Transformationen keinen Ein- 
fluß auf das Resultat hat. In einem Ausdruck von 
der Form ($ • !P) • r oder ($ • 5^) fi • r können daher die 
Klammern unbeschadet fortbleiben. 

Dagegen haben die beiden Ausdrucke: 

{0'X)W und 0.{xW) 

ganz verschiedene Werte. 

Endlich sei hier die Formel angeschrieben: 

(4) 0'[xW]==[0x].W, 

welche sich dai'aus ergibt, daß das skalare Produkt zweier 
skalarer Dyaden wieder eine skalare Dyade ist, die aus 
den außenstehenden Vektoren gebildet wird ; das Produkt 
der inneren Vektoren gehorcht aber der Gleichung: 

b fr c] = [b r] c . 
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Jede Summe von skalaren resp. rotorischen Dyaden 
läßt sich, wie wir oben sahen, in eine komplette ver- 
wandeln, bestehend aus der Summe dreier einfacher 
Dyaden. Unter gewissen Umständen läßt sich 
nun die komplette Dyade auf die Summe zweier, 
oder gar auf eine einzige Dyade reduzieren. 

In der kompletten skalaren Dyade 

(5) ^ = (a;a'+b;b'+c;c') 

seien die Antezedenten drei willkürlich gegebene, nicht 
' komplanare Vektoren, aus welchen a^, V, c' nach deu 
Gleichungen (6) des § 52 berechnet sein mögen. 

Durch Mhltiplikation der Dyade mit einem Vektor r 
erhalten wir den Vektor 

(6) ^. X - a(a'r) + b(b'r) + c(c'r) . 

Die Forderung der Reduktion des Ausdnickes (5) auf 
zwei Glieder ist gleichbedeutend mit der Forderung der 
gleichen Reduktion von (6) bei beliebigem Vektor r. 
Letzteres können wir immer dann und nur dann aus- 
führen, wenn sich einer der Klammerausdrücke durch 
die beiden anderen durch Multiplikation mit skalaren 
Größen darstellen läßt, d. h. wenn für jeden beliebigen 
Vektor r 

ist. Diese Gleichung ist niu* möglich, wenn 

d. h. wenn die Konsequenten komplanare Vek- 
toren sind. Dann geht der Ausdruck (5) über in: 

^ = ((o + ^c); a'+ (b+Bc); h) . 

Sind dagegen die Konsequenten als drei nicht kompla- 

10* 
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nare Vektoren gegeben, so läßt sich die rechte Seite von (6) 
immer nur dann in die Summe zweier Glieder zusammen- 
ziehen, wenn die eine der drei Antezedenten sich durch 
die anderen beiden darstellen läßt, also die Antezedenten 
komplanar sind. Dann kann man schreiben: 

<?>• = (o ; (a'+ A'c') + i;{V+ ß'c')) , 

indem die willkürliche Wfihl der Konsequenten a', b', c' für 
die Antezedenten die Vektoren 

a, b und c = Ä'a+B'b 
ergeben muß. 

Geoau dieselbe Betrachtung gilt mutatis mutandis 
für die rotorischen Dyaden. 

In analoger Weise ist zu zeigen, daß sich die skalare 
oder rotorische Dyade auf ein einziges Glied reduziert, 
wenn bei behebig vorgegebener Wahl der nicht kqm- 
planaren Antezedenten (oder Konsequenten) die Konse- 
quenten (resp. Antezedenten) kollinear sind. 

§ 56. Normalform der kompletten Dyade. 

Eine jede komplette Dyade läßt sich durch 
zwei Gruppen von je drei zueinander senkrechten 
Vektoren darstellen. 

Die lineare Vektorfunktion t'= (P • r stellt den Radius- 
vektor eines Ellipsoides dar, wenn r einen Einheitsvektor 
bedeutet. Wir wählen als Antezedenten der Dyade $ 
die Vektoren a, b, c, die mit den drei aufeinander senk- 
i'echt stehenden Hauptachsen der Richtung und Größe 
nach zusammenfallen ; nun sagt ein Satz der analytischen 
Geometrie aus, daß eine lineare Koordinatentransformation 
eine Kugelfläche in ein Ellipsoid überfuhrt, derait, daß 
die drei aufeinander senkrecht stehenden Hauptachsen- 
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richtungen des Ellipsoides aus drei aufeinander senk- 
rechten Kugelradien entstehen. Es entsprechen hiernach 
den Werten: 

r'= a , 

rf=c 

"Werte von r , die ebenfalls aufeinander senkrecht stehen, 
und die wir mit i , j , I bezeichnen wollen ; soll aber 

für X = i , i , I in die Antezedenten der Dyade übergehen, 
so müssen die Konsequenten die Werte i,j,I haben. 
Also läßt sich in jedem Fall eine Dyade in die Form 
bringen : 

(1) $ = a;i + b;i + c;I, 

in welcher a , b , c und i , J , I zwei Gruppen von drei zu- 
einander senkrechten Vektoren sind. 

Umgekehrt läßt sich aus den Rechnungsregeln der 
Dyaden und Vektoren der Satz der analytischen Geo- 
metrie ableiten. Zu dem Zweck wählen wir den trans- 
formierten Vektor t', der den größten absoluten Betrag 
hat, zu der ersten Antezedente a, den dazugehörigen 
Vektor r bezeichnen wir mit i . Zur zweiten Antezedente b 
wählen wir den Vektor r', welcher von allen Vektoren, 
deren zugehörige Vektoren f senkrecht zu i stehen, den 
größten absoluten Betrag hat, den zugehörigen Vektor r 
bezeichnen wir mit j ; die dritte Antezedente c sei der 
Vektor t', welcher von dem zu J und t senkrechten 
Vektor 1 abgeleitet wird. 

In dem Punkt, in dem rf ein Maximum ist, müssen r' 
und drf senkrecht zueinander stehen, also 

(2) r'- rfr' = r' . (a ; i + b ; i + c ; I) . c?f = . 
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In diesem Fall nimmt r' den Wert a an, während dt 
senkrecht zu r , also in diesem Fall zu t steht, so daß 
das skalare Produkt (2) sich reduziert auf: 

a«(bfei + ccj = , 

wenn j • c?r = ^i und 1 • rfr = Cj gesetzt wird. Also ist 
a senkrecht zu der Ebene der Vektoren b und c . In 
dieser Ebene ist nun wieder b der Maximalwert von t', 
also längs der Schnittlinie desEllipsoides mit der Ebene gilt: 

yfdrf =E b« c«<?2 = ö , 

wenn man bedenkt, daß dx wieder senkrecht zu r , in 
diesem Falle also zu j steht, und man rfr • I = ^2 s^^zt. 
Hieraus folgt, daß auch b und c zueinander senkrecht 
stehen. 

Die Darstellung der Dyade durch zwei Gruppen von 
drei zueinander senkrecht stehenden Vektoren nennt man 
die Darstellung durch die Normalform, und zwar 
nennt man: 

(3) «P' = (at';t + 6i';j + cf;I) 
die Normalform der skalaren, 

(4) 0'={ax',H + bi'n + cf-l) 

die Normalform der rotOrischen Dyade. 

Von Bedeutung ist der spezielle Fall, daß in der 
Normalform 

a = ft=«c = l imd t''^ i, j'= j, f = I 

ist. Man spricht dann von einer Einheits- oder 
Identitätsdyade 

(6) ./=(i;i + j;i + !;!), 

in welche <2^ übergeht. ^' geht über in: 

[i[i + [iß + [![! = (tri + irj + iri). 
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Statt dessen kömien wir schreiben: 

(5')(irt + iri + !rl) = -2/=-2(t;i + in + I;I). 

Wegen der Beziehung 

j;i + !;I = -irt 
können wir die Identitätsdyade auch in die Form bringen: 
(5") y=t;i_ixi. 

Die Anwendung der Identitätsdyade auf einen 
Vektor führt denselben in sich über: 

(6) t = /-r; 

ebenso gilt: 

Der erste Skalar der Einheitsdyade / hat den Wert 3. 

Das skalare Produkt zweier skalarer Dyaden ist nach 

§54 wieder eine skalare Dyade, es muß also möglich 

sein, bei gegebenem "Wert von die Gleichung zu erfüllen : 

Dieselbe fordert, wenn wir uns wie oben unter der An- 
wendung von imd W auf den Vektor r eine Koordinaten- 
transformation vorstellen, daß die Transformation ^ durch 
die Transformation W gerade aufgehoben wird, d. h. wenn 

so muß 

sein. Es bedeutet also T die lineare Vektorfunktion r des 
Vektors r', wenn die lineare Vektorfunktion rf von r 
ist. W gibt die Auflösung der Transformationsgleichungen, 
welche r in r' überführen, nach r. Man nennt !P die 
reziproke Dyade imd bezeichnet sie auch symbolisch 
durch $-1. 
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§ 57. Spezielle Dyadenformen. 

Es seien hier noch einige Bezeichnungen gewisser 
Formen von Dyaden angeführt. 

Man nennt $c eine konjugierte Dyade der 
Dyade , wenn sie durch Yertauschimg der Antezedenten 
und Konsequenten in gewonnen ist; es ist offenbar 

r • (Pc = * • t . 

Die beiden Dyaden sind einander gleich, wenn $ die Form 
hat (vgl. § 50): 

* = «1 5 «2 , «3 

Man nennt eine solche Dyade symmetrisch oder auto- 
konjugiert; durch die Angabe, daß eine Dyade sym- 
metrisch sein soll, sind drei Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten gegeben, so daß nur noch sechs imabhängige 
Bestimmungsstücke bleiben. Sind die beiden Dyaden 
entgegengesetzt einander gleich, also 

= -*c=O, 02,03, 

— «2 ? ö , 63 , 

so spricht man von einer antisymmetrischen Dyade. 
Jede Dyade kann in zwei additive Teile zer- 
legt werden, deren einer eine symmetrische und 
deren anderer eine antisymmetrische Dyade ist, 
indem die Identität besteht: 

<P = i(<P + <P,) + i(<P-*c), 

worin übrigens, wenn 

<& = a; a'+ b; b'+ c; c' 



i 
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und daher 
<P — cPc = a; a'+ b; b'+ c; c'— a'; a — b'; b — c'; c 

ist, wegen: 

a(a'r)-a'(or) = [[aaTr] 

für ^{0 — 0c) auch 

i([aa'] + [bb'] + [cc'J) oder i<l>, 

gesetzt werden kann. 

-|-($ + ^c) bezeichnet man als symmetrische 
Dyade erster Art, geschrieben [$], so daß 

Die symmetrische Dyade zweiter Art: {0} de- 
finiert man durch das Produkt der Dyade in die konju- 
gierte, indem man schreibt: 

{0^2 = ö> . *, . 

§ 58. Anwendung auf die unendlich kleinen Yer- 
rflekungen kontinuierlich yerbreiteter Massen. 

Die unendlich kleinen relativen Yerrückungen der 
irgendwelchen Kräften unterworfenen Punkte eines kon- 
tdnuierlich verteilten Mediums gegen einen in der Masse 
liegenden Anfangspunkt, die durch eine lineare Vektor- 
funktion des Ortsvektors r darstellbar sind, seien für die 
Punkte mit der Entfernung x vom Anfangspunkt durch: 

(1) öl = <Pi . r 

gegeben, so daß die Entfernung der Punkte vom Anfangs- 
punkt am Ende der Yerrückimg: 

t + öl = r + <Pi • r 
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ist. Wir erteilen dem so definierten Bereich eine neue 
Deformation, deren Dyade mit $2 bezeichnet sei. Die 
Koordinaten der Punkte nach dieser zweiten Yerrückung 
sind dann ^ 

t + öl + Ö2 = *2 (1^ + *i t) + öl + r , 
oder also 

(2) öl + 02 = $2 (r + $1 r) + $ir . 

Da die Yerrückungen unendlich klein sein sollen, dürfen 
wir 02 ^1 ^ g^göß diö anderen Ausdrücke vernachlässigen, 
und Gleichung (2) oder 

(20 öi+Ö2=02t + 0ir 

stellt die für die unendlich kleinen Yerrückungen wichtige 
Eigenschaft der Superposition mehrerer unendlich kleiner 
Yerrückungen dar. 

Die verhältnismäßige Yergrößerung der Entfernung r 
durch die Deformation (1), d. i. die Projektion der Yer- 
rückung ö in die Richtung r bezogen auf die Längen- 
einheit r , erhalten wir, wenn wir den Ausdruck (1) mit r 
skalar multiplizieren, wodurch beiderseits eine skalare 
Größe entsteht, und durch r^ dividieren; wir erhalten: 

ö • r _ (P-r-r 
Nun ist: 

da die einschließenden Yektoren einander gleich sind, also 

$ . t . r = 1(0 + 0c) r • r = [0] r • r . 

Die Streckung bei einer unendlich kleinen, all- 
gemeinisn Deformation ist also durch die sym- 
metrische Dyade erster Art gegeben. 
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Die Zerlegung der Dyade $ in einen symmetrischen 
und einen antisymmetrischen Teil gewinnt in dem be- 
trachteten Fall eine besondere physikalische Bedeutung. 
Die Änderung der Entfernung hängt von dem sym- 
metrischen Teil ab. Ist also die Deformation von solcher 
Art, daß dieser Teil Null wird, so tritt keine Yolumen- 
veränderung bei der Deformation ein, d. h. es bewegt 
sich das Medium wie ein starrer Körper. Daraus folgt 
weiter, daß der zw^eite, antisymmetrische Teil der Dyade 
einer Drehung des Mediums um den Punkt, gegen 
welchen die Yerrückungen betrachtet werden, entspricht. 
In der Tat nimmt dieser zweite Teil die Form an: 

5^ — «2 , , feg — ^2 



(4) 



a 



■=11«. 



d^ drj öf dC 

dy dx^ 6z dx ' 

dt] d^ drj d^ 

6x dy^ ^ dx dy'' 



dx 6z'' 6y 6z 



, o}, 



wenn wir für die Koeffizienten der Deformation die Be- 
zeichnungsweise des § 51 wählen. Für die Deformation, 
die dieser Dyade entspricht, folgt: 



<5) 



t, = ^($_$,).x = (|i_||j[lr] 



+ (|-^i«^^ + (l!-i)[^^^ = f--^ 
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Erleidet der Punkt, auf den diese Yerrüokungen be- 
zogen sind, selbst eine unendlich kleine Yerruckung, so 
müssen wir, um die absoluten Yerrüokungen zu erhalten, 
diese hinzuaddieren. Es lehrt dies, daß eine jede mi- 
endlich kleine Yerruckung zusammengesetzt gedacht wer- 
den kann aus: 

1. einer Parallel Verschiebung des Mediums, 

2. einer Yolumendilatation, deren Größe durch den 
symmetrischen Teil der Dyade gegeben ist, welche die 
lineare Yektorfunktion der Yerruckung nach Abzug der 
Parallelverschiebung bestimmt, 

3. einer Drehung des Mediums um den Bezugspunkt, 
deren Größe und Richtung durch den antisymmetrischen 
Teil der Dyade angegeben ist. 



§ 59. Hanptdilatationsacliseii. Seine Yolamen- 

dilatation. 

Aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen, welche 
die Dilatation in einer vorgegebenen Richtung bestimmt, 
können wir die Hauptdilatationsachsen ableiten, d. h. die 
Richtungen, in denen die Dilatation einen Grenzwert, 
Maximum, Minimum oder Sattelwert, anninunt. Nachdem 
wir oben gezeigt haben, daß die Deformation eine Kugel- 
fläche in ein Ellipsoid verwandelt, ergibt sich von selbst, 
daß die Hauptdilatationsachsen mit den Achsen des 
Ellipsoides zusammenfallen müssen. Es ist indessen 
nicht überflüssig, zur Übung die Hauptdilatationsrichtungen 
direkt zu berechnen und gleichzeitig zu zeigen, daß in 
diesen Richtungen nur Streckung, aber keine Richtungs- 
änderung der Radienvektoren vorkommen. Für einen 
Grenzwert muß die Yariation der verhältnismäßigen 
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Streckung der Richtung f Null sein. Bei der Yariation des 
Ausdruckes: 

(1) ^-ISjl:! -[*,.,-.,- 

müssen wir nun berücksichtigen, daß für den Einheits- 
vektor f die Beziehung gilt: 

(2) f.rft = 0. 
Nun ist 

d{[^]i'i}:^[0]dx'i+[0]i'dx, 

oder da die Dyade symmetrisch ist und daher: 

[0]di'XEE: x-[0]'dx = dX'[0]'X ^ {0]X'dx 

gesetzt werden kann, folgt: 

d{[0]X'X)==2[0]X'dx. 

Subtrahieren wir von diesem Ausdruck, den wir gleich 
Null zu setzen haben, die mit einem willkürlichen, ska- 
laren Faktor A multiplizierte Gleichung (2), welche wir 
mit Benutzung der Identitätsdyäde /auch schreiben können : 

so kommt: 

(3) {[0]—XJ)'X'dx=O. 

Diese Gleichung muß für jeden Wert von dx gelten, 
speziell also auch, wenn dx mit der Richtung des Vektors 

i[0]-kJ)'X 

zusammenfällt; es muß also der Vektor selbst Null sein. 
Dieser Forderung aber sind drei skalare Gleichungen für 
die drei Komponenten äquivalent und diese sind bezüglich 
der Komponenten »"i , ^g , r^ des Vektors r homogen und 
linear. 
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Solche Gleichungen können nur zusammen bestehen, 
wenn die Determinante der Dyade ([^] — A J) , d. i. die 
aus den Dyadenkoeffizienten gebildete Determinante ver- 
schwindet. Diese Bedingung ergibt eine Gleichung 
dritten Grades in X , welche drei reelle Lösungen besitzt. 
Jeder Lösung A entspricht ein Wertsystem der Kompo- 
nenten ^1 , rg , rjj von r . Die drei daraus folgenden Rich- 
tungen seien xf, x^\ xf'\ Dieselben stehen aufeinander 
senkrecht, -wie aus Gleichung (3) leicht festgestellt werden 
kann. Für k^ und r' geht nämlich die von di befreite 
Gleichung (3) über in : 

(4) {[0] -x,j)r^o, 

für ^2 und xf^ in: 

(4') ([0]-l,J)i"=O. 

Wir multiplizieren die erste Gleichung skalar mit Y\ die 
zweite mit Y und subtrahieren die zweite von der ersten. 
Dann erhalten wir: 

Wenn also X^ und Ag nicht gleich sind, müssen rf und r'^ 
aufeinander senkrecht stehen; dasselbe gilt von der 
Kombination Y^% rf und r"^, r", wenn auch Jlg von X^ und 
X2 verschieden ist. 

Es existieren in diesem Fall drei zueinander senk- 
rechte Richtungen, in denen die Dilatation einen Grenz- 
wert annimmt. Es sind diese drei Richtungen also die 
Hauptachsen des durch die Deformationsdyade <P be- 
stimmten Ellipsoides. 

Die Größe der Dilatation in den drei Richtungen er- 
halten wir aus den Gleichungen (4), (4') und der ent- 
sprechenden ffir A3 , da [$] r der Teil der Deformation 
ist, der sich auf die Dehnung: bezieht. Es wird 



(5) 
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-^ Ög = X3 t . 



l/' 



Es folgt hieraus, daß in den Hauptdilatationsrichtungen 
die Deformation [$] nur Yerlängerungen, nicht Richtungs- 
änderungen des Vektors r bewirkt. 

Die Dilatation des Volumens der Einheitskugel bei 
der Deformation in das Ellipsoid mit den Halbachsen: 
1 + ^1,1 + ^2,1 + ^3 pro Volumeneinheit, schlechthin 
die Volumendilatation genannt, ist, da ^^,^2,^3 klein 
gegen 1 sind, gleich A^ + Ag + A3 . Dieselbe ist gleich 
der Summe der Diagonalglieder der Dyade <?, oder der 
Dyade [<P] , da A^ , Ag , A3 die Lösungen der Gleichung 
dritten Grades waren, die wir erhielten, wenn wir die 
aus den gleichen Gliedern wie die Dyade ([0] — XJ) be- 
stehende Determinante gleich Null setzten. Die Volumen- 
dilatation ist also Null, wenn A^ + Ag + A3 oder 

cf dn c)t 
ox oy cz 

ist, eine Gleichung, die wir aus der Hydrodynamik als 
Inkompressibilitätsbedingung kennen. Einer Dyade mit 
dieser Bedingung entspricht eine reine Gestalts- 
änderung. 

Wenn die Gestalt nach der Deformation sich ähnlicli 
geblieben sein soll, so müssen die Dilatationen nach allen 
Richtungen gleichgroß sein, d. h. die drei Lösungen A^, Ag , A3 
einander gleich sein. Die Bedingungen, welche in diesem 
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Fall zwischen den Koeffizienten der Deformationsdyade 
bestehen mlissen, finden wir auf folgendem Wege. Wenn 
2j = ^2 = A3 , so geht die lineare Vektorfunktion 

welche der allgemeinen Dilatation entspricht für den Vektor 

i = Axf+Brf'+Cif'\ 
über in: 

Es muß also für jeden Vektor 

([<P]~AiJ).r = 
sein, oder 

(7) [0]=l,J. 

Zwei Dyaden sind aber nur gleich, wenn alle Koeffizienten 
ihrer Normalform einander gleich sind. Die Koeffizienten 
von /kennen wir und es folgt hieraus: 

= »2 = Cg = / , 



(«1 



(8) 

-f. ftg = flg + Cl = 6i + Og = . 

Man bezeichnet eine Deformation, deren Koeffizienten 
diesen Bedingimgen genügen, die also eine nach allen 
Richtungen gleiche Dehnung ohne Änderung der Rich- 
tungen hervorruft, eine reine Volumenänderung. 

§ 60. Anwendung auf die Differentialoperationen 

Ton Vektoren. 

Es sei 

d\) = ^ ' dl , 

ö = ^i + 17J+ ^I, 
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also: 

0* = 



dS 


drj 


dC 


dx' 


' dx' 


' dx 


es 


drj 


dC 


ey' 


dy' 


dy 


dS 


dri 


dC 



dz '' dz "^ dz ^ 

Aus der Gleichung (4) des § 58 ergibt sich dann: 

curlö=-i(<P'-^) = i^;. 

Hieraus ist sofort abzulesen, daß, wenn curlö Null ist, 
die Dyade ^ symmetrisch, d. h. die durch ^ dar- 
gestellte Deformation frei von Drehung ist. Aus 
Q-leichung (6) in § 59 und der Bedeutung von *?>J folgt: 

divb = <z>; . 

In § 51 wurde gezeigt, daß 

(P» = ö; P, 

wobei sich die Differentiation auf den davorstehenden Vektor 
bezieht, und es ist die totale Änderung des Vektors t) in der 
Richtung a: 

Die anderen im I. Teil besprochenen Differentialoperationen 
der Vektoren und der Vektorprodukte lassen sich ebenfalls in 
übersichtlicher Weise durch die Dyaden ausdrücken, und Jau- 
mann hebt mit Eecht hervor, daß durch die Dyaden die 
Differentialausdrücke sinnvoll zerlegt werden; nämlich in zwei 
vorstellbare, reale Faktoren, im Gegensatz zu der in obiger 
Darstellung vorgenommenen Trennung derDifferentialoperatoren 
von den davon berührten Vektoren. Die Formeln sind mühelos 
abzuleiten, wenn man P wie früher als Zeichen eines gewöhn- 
lichen Vektors behandelt. 

Die konjugierte, skalare Dyade ist: 

(^,= P;t). 

Das Produkt dieser Dyade in einen Vektor: 

Valentin er, Yektoranalysis. 11 
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bedeutet den Gradienten der skalaren Q-röße (a t>) bei konstant 
gehaltenem Vektor a ; dagegen ist 

a. <PJ = t); Fa = (Pa)ö = (aP)b = ^a . 

Die rotorische Dyade nimmt folgenden Wert an: 

Das Produkt derselben mit einem konstanten Vektor a : 

^a = [[aP]ö] 

sei als Beispiel etwas ausftlhrlicher entwickelt. Infolge von 

[[ab]c] = b(ca) — a(bc) 
ist 

<?'' a = <?J a — ^ a . 

Die Komponente der rechten Seite in der Richtung i läßt sich 
sofort hinschreiben: 

+ ^^ ^ + ^^^ ^■ ^«^ - ^^i^ + g^ + dj) 



= — a 
wenn 






gesetzt ist. Links erhalten wir in ausführlicher Schreibweise : 

'•'i^fc'+is'+s;') 

9..-l»,),(gl + g> + g')] + [.. .] + [■. 1 

'^ dx ^cx^^^cx'^dx 
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woraus sich als Komponente in der t -Richtung der gleiche 
Wert ergibt. 
Endlich ist: 

$^ . a = a ^ = [F [ö a]]fl 

=- ^ a — a ^J . 



11* 
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In ujiserem Verlage erscheint ferner die 



ammlung Qchubert 





Sammlang mathemafiseher Lehrbfieber, 

die, auf wissenschaftlicher Grund- 
lage beruhend, den Bedürfnissen 
des Praktikers Rechnung tragen 
und zugleich durch eine leicht- 
faßliche Darstellung des Stoffes 
auch für den Nichtfachmann ver- 
ständlich sind. In systematisch 
sich aufbauenden, selbständigen 
Einzeldarstellungen bildet das 
Unternehmen einen einheitlich an- 
gelegten Lehrgang der gesamten 
Mathematik, von den ersten An- 
fangsgründen der Arithmetik und 
Algebra bis zurhöherenMathematik. 

iDsliilirlielie Verzeiehnisse ODberechnet nnd postfrei. 
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pa4, proreifbr an 6er 5orftaIa6emie 
(Ebersmaloe, Hbteilungsbirigent bei 
ber I)auptftation 6es forftIt4[en Per» 
fu^swefens. Rr. 106w 

fv»ittbtti0rt, 9(1*« im9€ttSMftn oon 
Dr.Ru6.XIetnpauIinCeiP3tg. Rr.65w 

^rtiitbit>dtrt«rbttil|, 9ttdfii)t*^ oon 
Dr. Rub. Kleinpoul in Ceipjig. 
Rr. 273. 

f$tti7Mittitf«]nrilMtti«it. ITertil • 3n» 
6uftrie II: Q)eberei« R)irfere{, Pofa» 
mentiererci, Spifien« unb <bar6inem 
fabritation unb 5tl3fabrifation oon 
Prof. Rlor ibürtler, Dtrettor ber 
KdnigL tC^nifi^n SentroIfteHe ffir 
tre(ti^3n6u)trie ju Berlin. Rttt 27 
5ig. Rs.l»& 

RIfre6 Kirf(^re in Qoile 0. S. Rttt 

U, Figuren. Rr. 816. 
f$«0bäfw oon Dr. <L Rein^er^), Prof. 

an 6er fLtdm. QoAfcbuIe ßonnooer. 

mtt66RbbU6. Rr.102. 
I9f00vit|tl^, Xfhepntnäf^t^ oon 

Dr. Siegm. oüntber, Prof. an 6er 

fTeAn. Qo^fd^ule in Rtünqen. Rlit 

52 RbbUb. Rr.92. 

— lllrafirilte, oon Dr. Siegm. <bünt^r, 
Prof, an oer K5nigI.(tecDn. RoAfAuIe 
in Rtflndten. ntit 32 Rbbilb. Rr.iti. 

— f. auA: £an6estun6e. — £dn6erfun6e. 
f$«0l0«u oon Prof. Dr. (Eber^. 5raas 

in Stuttgart Rttt 16 Rbbilb. itnö 4 
Saf.mftfiberbOfiQ. ttx.U, 

oon Prof. Dr. Rt. Simon in Straft« 
bürg. Rttt67 5ia- Rr.ttiw 



$aninlnnfl 6$$d)en 



3<tR<Iigantnn 
I £dniDantitHiiil> 
e. 7. eShbm'rOi« TnUathandliing, Hdpilg. 



80 Pf. 



tfMMmtM*, 3M«l9t., tMfmt*ttt- 
rmmnlwn fa» JlwalqtirdiH 

IbimlasSnAf 

htsse. 




)*«Mnio._ 

ftlt 110 ^. Di: liä 

I IB. ntofilcT, Prof, um 
In Mm. mli ili jindi 
taib. 51g. Hr. U. 
— ■■^«UÜto*. bt fqntM. B«l)ani- 
ama non Dr. Karl DMblnnann, 
pin^rJoT Ol brc UniMTlitjU Dlüiu 
din. mu 91 Slg. Hr. 72. 
«cMbUt*. ««btr«*, von Dr. Karl 
Bnmn«, piof- <nn Cqmnaflum Im 
pforjlietm unb prlMUoj«! tur Sc« 
[^Id^ an bcr ■t'^L QM|(diul( bi 



■ ktr eirri|Ut«M> «« 

(Bnlganm , Snbtni, 
monttntgre, lEritil|cnl 



Äurg. tlr. IBd 
- »«• «quaHBtritira lUhfai» «m 
Dr. K Rotl) In K(iiq>Icn. Wl IM 

- 9tMKit. I: IHttttUllir (bU 
1(19) Don Dr. 5. Knrse, Prof, am 
KgL Culjtngijm*. In Bcrltn. Hr. B3. 

II: icftoU»» »V lUfor- 

»Mtlm HKk *M Iblitba*- 
hriiflt ntOO-t«3) Bon Dr. 5- 
Kurjt, proftHo' aniKBnfeI.Culfen- 
oninnaHum In Bnlin. Itr. 84. 

— uumrmm'f'mim-'i***- 

h*N ht» nie iMmarwiS *** 

»Um lUbi* (tHB~IB06) DMi Dr. 
S- Saat, littM. am Kgl. Oilft» 
avnRafUtm fn BnltK. Ib. SS. 
P(l)t aud|: QuiIItnliuita. 



«fcKAUitt. <nwtailM>. um Dr. R 

SlnRJ*lS,Pri>|.a.i. «niwr|. Berlin. 



(1439) ti«n proftjlar Dr. fian] 
nm Kroiui, ntubiniicltct wni Di. 
Karl UÜbi, Prof. an bti Unis, 
en». litlt 11 Slammlof. tlr. IM. 

- — U: Dam lobe HSnigfobtcditsIl. 
Ul sunt tDcftfaiifibcii SrMcn (1440 
H* 1648), Dsn pröf. Or. 5ran] 
tum Krön», ntubtarbtiltt p«n Dr. 
Karl lülir). prof. an ttr UmId. 
iBnq. tnfl ;j Slammlafttn. Hr. lOS. 

- ll»lNfrilit.t>.Di.(ticntMBniiiteiu 
mngn tn pofen. Hr. aiä. 

- yMniMct wm RcalgqmnaHaMHr. 
Dr. 3uL Seat In SninnMlti. Hc. 19. 

- lUimrdK, O. Dr. IDU4. Uni, O»«!. 
omwRtrgvnnatlumlnnTaii^ Hr. 4. 

-jNdifir«', BO" PmWfor OMhi 
Xarmmil, KcHot tta iiitoia[ai)m> 
äu ttipäla. Hr. ■ 

..-.iBir*- -" "- 

.. ;r,prof.o.6. 

- ffttnimf. w 
nr.36fl. 

- b(v VhtnU |lt^t: CÄtmlt. 

■ ktr IHalmf ile^«: InalcnL 

- »*v iuihnKatik I. : Blal^cmata. 

- h(c HUNi t>tl|(: ntHttt. 



n Dr. Cmit Daf 



ittmttum 
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Paöagogit. 

— htr |ll|t|rtk fieljc: p^pflt 

— ht* hsnifäitn Vornan» f.: Hotnan. 

— htv htuifditn $inr<tii|i fle^e: 
<5rammatif, Deutfqe. 

— httk htntfAjtn ICitietHdiii»- 
ttterrn» fie^e: Untern<^t$tx>efen. 

— )^e0 ^tH»nii*pftf$nft f.: ^eitungs' 
toefen. 

— htv S«Mi»0U fie^e: Soologie. 

(S«r4|i((|t«ttrinr«nri^af», CHnUtttttt« 
In >le, »on Dr. €rnft Bernl^cini, 

grof. an 6er Unioerf. <Br«ifsioaI6. 
r. 270. i 

i&nh»i^itm9 htv* Vom Huftreten 
öer gesogenen ©efc^ü^e bis 3ur Der* 
loenöung 6es raud)f(i)mac^en puloers 
1850—1890 0. mummenI)oft, ntafor 
beim Stabe bes 5u6artiIIetie.Regi- 
ments (Beneralf elöseugmeifter (Bran« 
benburgif Aes Hr. b). Ittit 50 (Eert* 
bttbem. rtr. 334. 

^fftli^udf^ fß&vtitviiaitt, fie^e: 
Rec^t bts Bürgerlidien (Kefe^bud^es. 

C(*rttnbl|*tt#lelrrc. Der menfd^Iid^e 
Kdrper, fein Bau unb feine tC&tig* 
feiten, Don €. Rebmann, Oberft^ul« 
rat in Karlsruhe, tltit <5efunb* 
beitsle^re oon Dr. med. B. Seiler, 
mit 47 flbb. u. 1 Caf. Rr. 18. 

fS$m€vbtbtiiUnt oon Dr. €. Rot^} 
in potsoam. Rr. 350. 

0tmtvbtwt}tn oon IDemer ^ombart, 

frof. an b. fjanbelsl}0(^f(^uk Berlin. 
II. Rr. 203. 204. 

<$ttt»iiiti*ni«M* Rtag», IRün}« unb 
(5en)i^tstDefen oon Dr. Hug. BItnb, 

grof. an berQanbelsf(^ule in Köln, 
r« Zoo. 

IgHtUtilktümmafaiiint, 9if, oon <L 

Xinsbrunner, 3ngenieur unb Do3ent 
filr <EIeftrete<^nit an ber Rtunictpal 
S(^ooI of tCed)notogii in RlanAefter. 
ntit78 5ig. nr.267. 
I91ttfd|«vltttttbe oon Dr. 5rife RTo* 
AoM in Witn. Rtit 5 HbbUb. im 
tfe^rt unb 11 ICaf. Hr. 164. 



H^ttfrifb V0n $fra|liinr«. fjort- 
mann oon Hue, Q>olfram oon 
Cfd)enba^ u. <5ottfrieb oon Straß« 
bürg. Husmal^I aus bem ^df. Cpos 
mit Hnmerfungen unb n)Örtcrbu(& 
oon Dr. K Rtarolb, Prof. am KgL 
5riebri6sIonegium ju Kdnigsbera 
i pr. Rr. 22. 

^immittiiiiJt« ftitifilre« unb lurse 
<5efd)id)tc ber beutfcben Sprache oon 
Sc^ttlrat profeffor Dr. (D. tqon in 
Dresben. Rr.äO. 

— IßvUOiifAft, I: Formenlehre oon 
Dr. fjans RTel^er, Prof, an ber 
Klofterfä|uIe$uniauIbronn. Rr.ll7. 

II : Bebeutungsleltre unb Suntoj^ 

oon Dr. IJans RTel^er, Prof. an ber 
Ktofterf(^uIe3U Rtaulbronn. Rr. 11& 

— $ftt«ittircl|». 6runbrig ber latei« 
nif&en Sprat^le^re oon Prof. Dr. 
tD. Dotfc^ in Rlagbeburg. Ruf. 82. 

— ißUmtitf^Mmt^Oit. Der Ribe» 
lunge Rdt in Hustoa^I unb mittel« 
I}odfbeutfc^e (Brammatil mit lunem 
tDörterbuo) oon Dr. R). (Boltqer, 
Prof. an ber Unioerf. Rofto<L Rr. 1. 

— Uufftfäft, oon Dr. Cric^ Bemefer, 
Prof, an ber Unioerf. präg. Rr. 66. 

fie^e au(t) : Ruffifdjes Sefprfidis« 

bu4 - Cefebuc^ 

oon Prof. (Tf). be Beau|, Officier bc 
lOnflruction Publique. Rr. 1H2. 

— «fitalirilt«. oon €. C. R)I»ltfieIb, M. 
A., Qberlefirer an King abwarb VII 
Orammar Sc^ool in King's Cqmt 
Rr. 237. 

— itAn^HfifOit, oon profeffor (Ri. 
be Beauj, (Ufficier be rJnftruction 
Publique. Rr. 183. 

— itaUfnlfili«, oon prof. Alberto 
beBeauf , ©berlel^reram Kgl. 3nftitut 
S.S.Annun3iatain5Ioren5. nc.21d. 

— finTfifd}t, oon Dr. ([^eobor oon 
Kau)rai}sfi) in Ceipsig. Rr. SIS. 

— fpunlfäitt oon Dr. aifrebo Rabol 
oe Rtoriescurrena. Rr. 295. 

^mihtUfp0imk^ 3^it#mitvtl0«, oon 
Dr. Qeinr. Sieoeting, Prof, an ber 
Unioerf. Rlarburg. Rr. 24& 



$diiiiiilang üH^tn 



3e In elegantem Q A 1^i^ 
CelniDanöbanft 0\J jP\* 

6.% Mrdien'rcfee Terlagabandtting» Jlefpzfg. 



|}«kii]^fi#«tt«rntt JP««, oon Dr. tDU^. 

£e|is, Prof. a. 6. Unioerf. (Bdttingen. 

I: Das Qanöelsperfonol un6 öer 

IDaren^anöeL ttr. 2%. 
II: Dte «ffeftenbörje unb Me 

Innere tjanftelspolitif. ttr. 297. 
Haimt^niclir^re t>on a Qalm. Dtit 

vielen notenbeilagen. Xlr. 120. 

mfättnbaOf itn6 Hi^ttfrielbi svdnt 
$trdE)|lm««. Husma^I aus 5em 
Wf<^en <Epos mit Hnmerfungen 
unö XDörtcrbu^ oon Dr. K Btarol^ 

gcof. am Königtt(^en SrteöriÄs- 
Ilegium 3U Königsberg i. pr. ttr. 22L 
Hftvf», IMi«, Ifintinre oon Dr. Karl 
Braun in Berlin. (Die 5ette unö 
(bU III.) tlr. 337. 

0. Dr. m, fjaberlanöt, prioatboj. a. 6. 

Unioerf. tDien. I. n. Hr. 162. 163. 
Dtif tmg nnh Sftftmtg oon 3ngen{eur 

3o^onnes Körting in Düf)cl6orf. 

I.: Dos tOefen unb bie Beredinung 

ber ^eiaungs* unb £üftungsanlagen. 

tmt34 5ig. Hr. 342. 
II. : Die Ausführung ber Ijeisungs» 

unb Cüftungsanlagen. Ittit 1915ig. 

ttr. 343. 

f^tlhtnfait, 9U httOfdit, oon Dr. 
Otto Cuitpolb 3ixic3cl, Prof. an 
ber Unioerf. lUfinfter. ttr. 82. 

— fie^e aud): tltiit^ologie. 
gtisinte ht0 $liMcl»itti#, ^U, 

. oon Profeffor Ij. C^r. ttuftbaum in 
Qannooer. mit 30 Hbb. ttr. 348. 

— ]be0 ^0ltnnnqin»t(tn* oon Prof, 
f}. (Rjr. Itufibaum in I^annooer . mit 
bHbbUb. ttr. 363. 

fäftt o. Dr. (Bufi ttauter in iE^ar* 
lottenbura. I: Die CeblancfobainbU' 

Itrie unö ^|]^ tteben^oeige. mit 12 

— r— n: SaÜnemoefett, Kalif al3e, 
Dfingerinbuftrie unb Denoanbtes. 
mtteOaf. ttr. 206. 

III: HnorganifAe C^emif^epwU 

parate, tmt 6 Cafebi. ttr. 207. | 



I: (blas unb(eramif6e3nbuftrieooi 
Dr. (5u]tao Rauter in d^arlotten 
bürg, mit 12 (Caf . ttr. 28a 

II : Die 3nbuftrie ber »nftnAei 

Boufteine unb bes tltdrtels. tfti 
nSaf. ttr. 284. 

üfvt PttMütmti oon Stabsari 
Dr. ID. IJoffmann in Berlin, ml 
12 oom Derfaffer ae3ei(f)neten Hb 
bilbung. u. einer 5iebertaf el. tlr 321 

§ntttttUvtäinmm oon Dr. 5riebi 
3ttnler, prof. am Karlsgomn. ii 
Stuttgart mit 89 5ig. tfr. 88. 

— Repetitorium u. flufgabenfammlun« 
3ur3ntegralre^nung o. Dr.^riebrid 
junter» Prof. am Karlsgpmn. ii 
Stuttgart mitbOSig. tlr. 147. 

^tftUnkmtbt, gefcMc^tlic^ bargefteü 
oon €. <5elcic^, Direltor ber t 1 
tlautif^en Sd|ule in £uffinpiccoli 
unb 5. Sauter, Prof, am Realgomn 
in Ulm, neu bearb. oon Dr. paii 
Dinfe, Hffiftent ber <BefeIlf<^aft f& 
ecbhttil^t in Berlin, mit 70 Hbbiu 
Ur.8a 

ItivflifiilUb. martin Cutber, C^om 
mumer. unb büs Kir^enlieb bei 
16. 3ai)r^unbert$. Husgewa^l 
unb mit (Einleitungen unb Hn 
merfungen oerfe^en oon Prof. (E 
Berlit, Oberlel^rer am ttifolaigiim 
nafium 3U £eip3ig. Ur. 7. 

lUimaJntttb« I: allgemeine laima 
le^re oon Prof. Dr. U). Kdppen 
meteoroloae berSeeioarte Hamburg 
mit 7 tCaf. unb 2 5ig. Ur. 114. 

^pl0nUUfit(A}UtfU oon Dr. Dietrid 
Sdjftfer, Prof. ber 6ef<^i(^te an bei 
Unioerf. Berlin, nr.1667 

It«l0ttialrtil|t, mtntfOft^, oon Dr 
Q. €bler oon Qoffmann, prioatbos 
an ber Unioerf. ®bttingen. tlr. 818 

^ümttppfmtni^ltlfte* mufttaüf^ 
5ormenlebre oon Step^ Krci)t 
I. IL mit oiflen tlotenbeifpiiJen 
ttr. i4d. usa 



Saiimluii06S$d>etti 
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Atwtrdi«. Mn Or. Paul Krtt^t 

(n eeuinani. tlr 804. 
fUtyc*, kW «unrilllh^t. Tiin #a« 

nn» ftta* aSH«»«»«!. Don 

C RthncnoL CbnMiuInit fn Karl» 

mit. mUStfuntillritsl^niKinDr. 

med-ILScfln, uät 47 mui&. unb 

1 Cot. Ib. 13. 
ItxllUU^tn»^ 001 ^'' ^' Bml)ns, 

Drvf. <m btt UnhKCt. Sttat|bBi:$. 

nüt iw (Obüb. tu. m 



Dr. <P. C. IJTltjA Piof. (n Au Uni- 
mtI, nUtiiftw. nr. 10. 
Hth oiA : C(b«n, Dnitf^ci, 

CmUk«, yu, bc* pcnafiranic. St> 
tUnBO, SorfliillnB, Sd^ng IWR 
Dr. RöbtTt 5. Rmolb, prinatdvjnrt 
m btx UidDtri. WEtn. tli. I»:!; 

Dr. Rtti^. Cünt^i. XU. X. 
ta»tt, Sit ara|)4ir'<l«>i ■»" lorl 
H a n u i m nini. jai^k^nt a. b. I. [. 
1 Cti|T- unt Dci|uit|t- 



itolt fn C 



■6 B«iliige>>' 
llc^t: Stcn 



- kt» iMiltrcBraFütrilini .-. 
fotU MX Dr. Stanz ReibcHi^, 

8ca|tncT<l.5n>n<iMi>-!}ol(pf)lnumfr 
lunu. mti n ictüsnditn um 

ProfU. Ib. SS. 
[mihcfkwibi n. Mlrtriliaßaacd 
rnnmkU h. filliaiik. Inllcaltci 

wralh-.Kurt gafj.rt, ptoWIor tt 
Stograiililt an Ii . nanNl>-fi«i)fifaiilE 
fn KBln. mit 8 R£bt1tt., b flrapMl'tl 
labcncn unb 1 Xnrlt. Di. 319. 
[anfrMintHbc ata #a»(a von pruf. 
Dr. m. Kfcnlli fn KatlsiiiB*. tUlt 
PiotU. (Wl». tuk I Koit*. m. 199. 



Jaabiakttnbt fc__ . 

fiantm mn Dr.SI. cah, Dnif . an i. 
K9I. Uti^n. fMltifinlt Unw^ mt 
pci>filin, Hbbiltku. I Karte Ib. 17«. 

Prof. Dr.a. QAMlInBremnL IFtfl 
13 abbtitk nnt I Kaitc. Ib. 2S4. 

- Don «IfaB'S't^aa» von pnf. 
Dr. R. tongenbta tn Stroftburg 1 c. 
mu II flbWlion. n. 1 Haitb lb.216. 

- hir fbocirditn «alktNrtl von 
Dr. Srljl Rcgtl, jrof. an bn Uni. 
MTf. tPn^bu». Iftf I S Klrtdioi Hub 
B ittbllb. imlEnit unb 1 Koltt In 



t»>t«t, jljw«! W)I», I 



iolitfimtk) 



minmlona ,.„, _.. 

CiifftnbaiDec In 5nU»iia L 
I t[(U:<ft(fcnlIi4aCcbnLinil}a[ 
ni4tn abbUbUns'". Ib. 911 
- ~ ZVta-. pdoalltbcn. mit )a| 
tt(il)ni HbbilbungtM. Iti. 328. 



a. % 68TdMn'MM Ttrtagshandlung, LcCpzfg. 

KQbigaVMUloValaMl BIU «n. tffantMntWAte, 9mI 

kttuna mt Rnuitungai mk pni(- 19. ia%*^M>i>(ri* v. il 

Dr. ». Ootf«. Ih. 3. *-" "-■ — ' "-'■- 

~ mim» V. tf ornbilM. Ulfl Anrn. 

von Df. Smnafi^. tlr. G. 
Udil. irb«oretlHbt pfinlU lI. Ctü: 

£iil|t unb mimt. Dan Dr. lEufl. 

jigtr, Prot, an btr Untnirt. Wen. 

MiTiubiift. ni.T7. 
Itttmliiv, JUttv^MtTdic, mit 

"- "T, UbcrMung luit at. 

H Don tu). Sd^miftltT, Prof . 



gtiMpai****». flii_„.... , 

trtuiltit Don Dr. Iftrmann Jan^tn, 
IMnIItii: b« Hinigin CulttSdiiile In 
»Snlssbna t pc. tb. 181. 

- »*«16.iül|cbntt»*rtal!)Nav- 
fln SntStr, B^vm. SRnnur n. 
bM »In^nattb kc» 16. iit%C' 
bnnttH». ftuegtmai)!! uiio mit 
obiltitunacn und flnintrtungcn ncr- 
Ic^ Mn ptof. <t. Bct[lt, IDbtf 
ttbitt am ItmilaiaqiRnalium ju 
trißlg. nt 7. 

- — Di Jlon* fad)«. Aiugnvatll 

nVb CtUultCtt IHII Drof. nr 3iil. 
Sa]|T. nt.2L 



jp« 



^ _ mritut*. 

I. Etil: Die CUnotunn S>ttofleni 
llllb 3nW«ns D. Dr. IR. Efofifrlonbl, 
prlDolbojinl an 6ti linlMT[. tDicn. 
ilr. 1U2 
- IL Stil: DltOIttatuimtcr 



tf"B: 



UiAwrlT^i 



tOMitt, 
Ki>4 ] 



rllC^lbrtdil, ptot.m bcilcdin. 



. _ lEruntijügt und Aauptti)iMn 6<i 
tnaU|4<ntl1cnlUTafWi^Di>n Dr. 
amalb m. m. S<t\ritT, Prof. an ber 
eanbcIs^ad)Id|Ulc In H6!n. 2 Vtllt. 



btiUntsccI. firetrsmalt 
. MülitnilAt. Don Dr. Kall Doglir, 

Prot. o. b. Unlo. IjtlbelbtTg. Ilr. i% 
- il«Tbtr<l| *..,!.. <[,cll: Clc tsianblii^ 



— « jilhibiniiy 

— •lÄirtriiii'non' Dr,"3o(et Kntilrf 
fn 101(11. I. Util: flln« aKiotnt 
bto inr roiibersf bun. Ht, 277. 

2. SfU ; Bb» 19. 3abrli. Hr. 278. 

— «BanirilK, Don Dr. ttubolf B«tT 

Gl roiin. 1. II, Tit. in;, iiji^. 

(aaadllimnt. Dierltelllge lafcln 
unb Stgentoffln für logortfl|inilif|(s 
unb trigonoraflrildtes R(iä]jwn in 

Biii Satbtn 3u1aram(ng(11ellt Don 
r, %rnann SiHubect, ptof. an 
bti lEtItbntn|d)ul( bes 3ol)an- 
ntums in flombutg. TIr. Rl. 
Xaalli. piqdiologle unbCogittutZin. 
fiilininginbtfWlo(Dpm«D Dr.aij. 



«IfetifianL , 



«T.I 



Itungen unb Hn 
Nu ptof. (6. Bt 
m nUalaigqmi 



<ldtntnliina 6S$d)eit 



3ein elegantem 
£eintDan66anö 



^^ 6. J, OSrcbetiTdie TerUgsbandlung, Hcfpzfg. 



80}^f, 



itlit0t»ti!»mtt#. ([^eoretif(^e P^Qfif 
III. (Teil: €Ieftd3ität un6 ntagnetis' 
mus. Don Dr. (Buftao Säger, 
Prof. an 5er Unioerf. IDien. niit 
33 Hbbilö. nr. 7a 

mtaUv^i, |»«r<t|iitite ber* I. n. III. 

IV» V, »on Dr.Ri^. Ittut^er, Prof. 

an 5. Unioerf. Breslau. Xtr. 107—111. 
llliUKrfi* Brauerein>e{en I: lITSIserei 

von Dr. p. Dreoer^off, Direftor 

6. öffeniL u. I. Sa(^f. X)erfud)sftat. 

für Brauerei u. tttälserei, fotoie ber 

Brauer* u. IltäherfAuIe 3U (Bximma. 

Hr. S03. 

^afdfintutUmtnUt llir. Kun« 
gef a|tes Ce^rbu^ mit Beifpielen mr 
oas Selbftftuöium unö 6en pralt. (Se> 
brauA von 5t. Bart^, Oberingenieur 
in Itumberg. mit 86 5ig. Hr. 8. 

lllafi-, müttf- ttttb f$ctt>iiltt#- 
ntefett oon Dr. AuauftBIinb, Prof. 
an ber Qan6el$fd)uleln Köln, nr.283. 

IMallimitliirje oon Dr. Otto Röl^m in 
Stuttgart Blit 14 5ig- Hr. 221. 

lUatevialirHifnitg^itierttt. €inffi^r. 
i.b.mob. tEed^ntr b-Ittaterialprüfung 
oon K. ntemmler, Diplomingenieur. 
Stand, mitarbeiter a. Kgl irtaterial« 

früfungsamte 3u (bro6'£id)terfeIbe. 
; ntaterialeigenf^aften. — 5eftig« 
feitsoerfuc^e. — f}ilfsmittel f. heftig' 
leitsoerfuc^e. IRit 58 5ig* Hr. ai i . 

II :irtetallprilfungu. Prüfung o. 

Qilfsmaterialien b. mafqinenbaues. 
— Baumaterialprüfung. — Dapier« 
Prüfung. — SAmiermittelprüfung. — 
Einiges über utetallograp^ie. ItTit 

31 5ig. nt. äi2. 

ittfttlyf moHlc, tüffdiiilite ber« von 

Dr. A. Sturm, profeffor am Ober* 

gi)mna{ium in Seitenf tctten. Itr.226. 
itttiltattiit. dbeoret. pf\^]it I. ICeU: 

ntedianif unb Afuftif. Don Dr. 

6uftao 2^9ttt Prof. an ber Univ. 

n)ien. rmt 19 Hbbilb. Ur. 76. 
ilUev<#lmttb*« Idlrtrfkrdfe, von Dr. 

(Ber^arb Sd)ott, Abteilungsvorfte^er 
. on oier Deutfc^en Seemarte in Qam* 

bürg, ntit 28 Abbilb. im tUgi unb 

8 TEaf. Ur. 112. 



itUnrttit04»mttly0bett, flliif llltiktirilie 
V. Dr. IDil^elm Babrbt, (Dberletirer 
an ber Oberrealfdqule in <Broft« 
Cic^terfelbe. ItUt 49 5ig. Ur. SOI. 

lüftiiUe (Hnorganif<f)e Chemie 2. TTeil) 
V. Dr. Osfar S(^mibt. bivt Ingenieur, 
Hf fiftent an ber Königl. Baugemert* 
f(^ule in Stuttgart Itr. 212. 

IllftitUoibe (Anorganif^e (C^mie 
l.tCeil) oon Dr.Osfar Sd^mibt, bipl. 
3ngenieur, Affiftent an ber Kgl. Bau* 
getDerIfd)uIe in Stuttgart Ur. 211. 

i^etaUitriii« von Dr. Aug 6ei^, 
biplom. Cljemiter in titündjen, I. iL 
mit 2f 5ig- Ur. 313. 314. 

^titatfiifiiit von Dr. ID. tCrabert, 

Srof. an ber Unioerf. 3nn$bru(t. 
tit 49 Abbilb. unb 7 (Taf . Ur. 54. 

]||tit»ral^0ie oon Dr. TL Brauns, 
Prof. an ber Unioerf. Bonn, mit 
130 Abbilb. Ux. 2». 

IHtituteraitg ittib $|nntiltbiil|iitng. 

tDaltI)er von ber Dogelmeibe mit Aus* 
mat)l aus minnefang unb Spru^ 
bi({)tung. mit Anmerfungen unb 
einem IDörterbud) oon Otto 
6üntter, Prof. an ber Oberrecd* 
fc^ule unb an ber ded^n. Qod)fd^uIe 
in Stuttgart Ur. 23. 

R0l0<|ije>«r flflottfcit* Don Dr. 

tD. migula, Prof. a. b. 5otftafabemie 
€ifenad). mit 50 Abbilb. Ur. 141. 

||tftitfi»<rtit* mag«, WSm^ unb <5e« 
ivid^tsioefett von Dr. Aug. Blinb, 
Prof. an ber Qanbelsf^ule in Köln. 
Ur. 283. 

Htttinwr, 9lt0iita». martin £utl)er, 
ICl^omas mumer unb bos Kird}enlieb 
bts 16. 3at)r4. Ausgen)al)lt unb 
mit (Einleitungen unb Anmerfungen 
verfeben oon Prof. (B. Berlit, Oberl. 
am UU0laigi}mn. ju £eip3ig. Ur. 7. 

iltiifUi, diefiiiiifate >vf oliMt unh 
mmefitlterltilittt, von Dr. A. 
möffler. SmeiBfino^en. mitsat)!* 
reid)en Abbilb. unb mufitbeilagcn. 
Ur. 121 unb 347. 
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$atttmlttiig 6$$d)en 



Jefn elegantem QA'Vl^l^ 
Ceinwanöbanö OUl^T* 

6. % 68rcben'rd>e TerUgsbandtung» Utipzig, 



p0fMpn^UifVt) V, Stephan Kre^I. 
L 11. Qtit oieten Itotenbeifpielen. 
TXt- 149. 150. 

mtitfiltSfll^ftili von Dr. Karl (Brunsh) 
in Stuttgart. Hr. 344. 

iMttriltgerityidri« bf# 17. tttt^ 18. 
Mttbvhnnhvfiit oon Dr. K (Bruns* 
n} in Stuttgart. Hr. 289. 

— bf# 19. 9al»lnmb«irt0 Don Dr. 
K ©runrfo in Stuttgart. I. IL 
Hr. 164. 165. 

2ttitftltUJtv«,Sll(gefiteine, v.Step^n 
Kre^I in £eip3rg. Hr. 220. 

iMttt^0l^0ie, etvuMnifäfti i>on Dr. 
Cugen ntogf, prof. cm 5er Unioerf. 
£eip3ig. Hr. 15. 

— 4SHcil|ir4|« ttitb v9mir4te« ©on 

Dr. Qerm. Steuöina, Prof. am 
Kgl.(5i]mnaflum tn UJurscn. nr.27. 

— fie^e au<^: ^elöenfage. 
PobfUfüIffv. §it, oon Dr. $. ID. 

Iteger, prof. an 6er Kgl. 5orftafa6. 
3u tE^aranöi mit 85 Bhh., 5 TEab. 
un6 3 Karten, ttr. 355. 

9«ittilt. Kurser Hbrife öes tSglic^ an 
Boro oon Qonöebfd^iffen ange* 
wanöten tCeils 6er S<||iffa^rtsfimBe. 
»on Dr. 5ran3 S<t|ul3c, Direftor 
6er naoigat{ons*Sd^uIe 3U Oibecf. 
mit66abbU6. Hr. 84. 

||lil»«litttgf« flev« IHdt in Ausmabl 
un6 ntittel^oc^beutfi^e (Brammatif 
m fur3.n)drterbu(f| o. Dr.t)D.(BoItber 
Prof. an 6er Unio. Roftotf. Hr. 1. 

flelje auA: Ceben, Dcutfdjes, im 

12. 3a^r^un6eri 

ilttli|iflim|)eitDon Prof. Dr. 3. Bebrens, 
Dorft 6. (brogl). lanbioirtk^aftl. Der« 
|ttd|sanft. fluguftenberg. Hlit 53 5ig. 
He. 123. 

|lfibii000ilc im <Brun6r{6 oon Prof. 
Dr. tD. Hein, Direftor 6e$ pfibagog. 
Seminars an 6er Unlo. 3ena. Hr. li 

— ^tfOfiditt htv. oon Oberlebrer 
Dr.Q.H)eimerinlDie$ba6en. Hr. 145. 

yotitotti^i^ti« o. Dr. Ru6. Qoemes, 
Prof. an 6er Unio. <Br«. Htit 87 
fibbilb. Hr. 96. 



PttvtiMtlpttfftkHvt. Red^ttDinfUge 
un6 fc^ieftDtnflige Htonometrie oon 
Prof. 3. Donberllnn in IRünfter. mit 
121 5ig. Hr. 260. 

|l«rrf elttive nebft einem Anfang üb. 
Sf^attenfonftruftion un6 parallel« 
perfpeWoe oon flrdiiteü fjans 5reo- 
berger. (DberL an 6er Baugetoerf« 
f<^ule Köln, mit 88 flbbtib. Hr. 67. 

Pttv^AvapMt von Dr H). Brunns, 
Prof. 0. 6. Uttloerf . Strasburg i. (E. 
mit 15 abbilb. Hr. 173. 

Wantt^ 9i«, i^r Bau un6 ibr Ceben 
oon Oberlebrer Dr. (E. Dennert. 
mit 96 flbbüb. Hr. 44. 

fOflaitf cnbi^i^gie oon Dr. U). migula, 
Prof. a. 6. 5orfta!a6emie (Eijcna^. 
mit 50 HbbUb. Hr. 127. 

Ilflanfenkrattltlreiteit o. Dr. Q)emer 
5rie6ricb Brud in (Biegen, mit 
1 färb. iCaf. u. 45 Hbbilb. Hr. 310. 

nti» itnb "Ijßlfttfiplo^it oon Dr. 

H). migula, Prof, an 6er 5orftafa6. 
(Eitena4 RXit 50 Hbbilb Hr. 141. 
|tfliiit|«itv«iiit« fla#. Einteilung 6es 
gefamten pflanjenreic^s mit 6en 
n>i(f|tigjten un6 betannteftcn Arten 
oon Dr. $. Reinede in Breslau un6 
Dr. H). migula, Prof. an 6cr 5or[t* 
a!a6. (Hfenadj. mit 50 5ig. Hr. 122. 

oon Dr. H). migula, Prof. an 6er 
5orfta!a6emie (Etfenadt. Rtlt 50 Hb« 
blI6. Hr. 158. 

^^tivmaküintftt. Don Hpot^eler 
5. S^mttt^enncr, flfflftent am Bo* 
tan. 3nftitut 6er t[ed|ntf(ben f^od^ 
fdjule Karlsrul)e. Hr. 251. 

nn^fpp^U, «Bittfaitvtttta Itt Jhi«» 
oon Dr. Iltaj TOentf^er, Prof. a.6. 
Uniocrf. Königsberg. Hr. 281. 

— Dfti^ologie un6 Cogil jur (Einfübr. 
in 6ie p^ilofopljie oon Dr. tfb. 
«fenljans. mit 13 5ig. Hr. 14. 

^ff^oevapfflt^ 9ie. Don fj. Keßler, 
Prof. an 6er {. L <5rapl)if<i)en Cebr« 
un6 Derfu^sanftalt in IDien. mit 
4 (Caf. ttn6 52 Hbbilb. Hr. 94. 
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nit und Hhtfii!. Don Dr. <5uftao 
3d9et, Prof. an 5ec Unioerf . IIHen. 
mit 19 abbat», tlr. 76. 

II. (Ceti: Cid^t un6 IDSrme. Don 

Dr. CuftoQ 3ä9er, Prof. on ber 
Unio.tmen.init 47 äbbilb. Hr. 77. 

III. ([eil: €IeItri3it&t unb ntagne« 

tismus. Don Dr. (BuftoD 3^r, 
prof. an ber Unioerf. IDien. mit 
33 abbilb. Hr. 78. 

— Il«rd^i4|if IftVt oon £L Kijtner, 
Prof. an ber (Brogl). Realfdtule 
3U Sinsheim a. (E. I: Die pi)t}fU bis 
Xletston. mit 13 $iQ. Itr. 293. 

II: Die pi)qfit oon Heioton bis 3ur 

(Begenioart. mit 3 $iQ. Hr. 294. 

oon (5. mol^ler, Prof. b. mattem. 
u. Pbt}fit am ®pmnafiunt in Ulm. 
mit ben Hefiiltaten. Ur. 2IS. 

Pknfkk^lifAit iPtmtifamminn^ 

oon (5. maxier, Prof. am <bT)m« 
nafiuminUIm. mit 65519. tlr. 136. 

o. Dr. IPU^erm Babrbt, (Dberlefirer 
on ber Oberrealfqule in <Bro6' 
£i(f|terfelbe. mit 49 Sig. ttr 3ül. 

Plafklk, 9i», lbc# ^tp^iat^tt oon 

Dr. ßans Stegmann, Konferoator 
am (Berman. aationalmufeum 3tt 
Uümberg. mit 23 (Caf. Ur. 116. 

|)0ftikt lleitiMfe, oon Dr. KBorinsfi, 
Prof. a. b. Unio. mfind)en. Ur. 40. 

ppTamttMtvtvti, l[e|t{I'3nbu|trie II: 
IDeberei, tDirferei, pofamentiererei, 
Spieen* unb (Barbinenfabrifotion 
unb 5il3fabri!ation oon Prof. 
XXlat (Bfirtler, Direftor ber KonigL 
(CeÄn. Sentralftelle für t[ertil»^nb. 
3U Berlin, mit 27 Sig. Hr. 185. 

Pfndi0la^U tttt> jC^gib 3ur (Bnfiibr. 
in bie p^Uofop^ie, oon Dr. Q,^. 
Clfen^ans. mit 13. 5i0. tix. 14. 

inriuil^l^fltlftfc« fSrtttti^Hff ber« oon 

Dr. <B. 5- Cipps üt £eip3ig. mu 

ssig. nt.96. 



^tutifdie lUtltttfirn. (Ein 11113er 
uberblia oon Regterungsbaumeitter 
Hubolf Dogbt, (Oberlehrer an ber 
Igt ^b^eren mafc^inenbouf^ule in 
Pofen. mit 3a^lr. Hbbilb. Ur. 290. 

l^tiUnknnbt twf htutfäfttt de- 
fäiMftt oon Dr. Carl 3acob, Prof. 
an ber Unioerf. (Eübingen. 2 Bbe. 
Xtx. 279. 280. 

|Utb{0alttit»itöt oon (D^tmiht IDilb. 
5rommeL mit 18 Abbilb. Ur. 317. 

ffitdintn. ^mtfmSmnVäitikt oon 
Ki^aro 3uft, <DberIeqrev an ber 
Cvffentlic^en Qanbelsle^ranftalt ber 
DresbenerKaufmann{6aft. I. ILIIL 
Ur. 139. 140. 187. 

lUiht b« #ftr0f vliilv. ^tftiifm^tii* 

Stoeites Biu^: Sd^ulbre^t I. Hb« 
teilung : allgemeine teuren oon Dr. 

gaul (Dertmann, profeffor an b€r 
nioerfitfit (Erlangen, ur. 32a 

II. Abteilung : Die ein3elnen 

S(!^ulboerl)altniffe o. Dr. Paul ®ert» 
mann, profeffor an ber UnioerfitSt 
(Erlangen. Ur. 324. 

— Diertes Bud): 5amilienre^t oon 
Dr. I)einric^ tli^e, Prof. an ber 
Unioerf. (Bdttingen. nr.aoo. 

3t«ilit#ic^e* SlUgeiiwhte« oon Dr. 

t[^. Stemberg, prioatbo3. an ber 
Unioerf. Caufannc. I : Die metbobe. 
Ur.ie8. 

— II : Das Siiftem. Itr. ITOi 

Atwtvbimit^ oon 3- Iteuberg, 

KaiferL Hegterungsrat. mitglieb bes 

Kaiferipatentamts 3uBerlin. nr.271 . 
yebeU^ve, Oetttfiiir, o. Qans probft, 

<bi}mnajia^}rof. in Bamberg, mit 

einer tiaf. Ur. 61. 
|Uli0i0it#0end|iil|ie« ^mttfUtmtnt- 

li^f , oon D. Dr. map Cobr, Prof. 

an ber Unioerf. Breslau, ur. 292. 

— fitbifiife, oon Prof. Dr. Cbmunb 
ifarbp. Ur. 83. 

jie^ au^ Bttbb^a. 

trergUiiliestbcit, oon Prof. Dr. tC^ 
a^dis in Bremen. Ur. 20a 
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lUitAinrMW«* DicKuItur 6. Rcnaiffoncc 
<BcfÜtttii8, 5oTf^unQ, Di(!^tun9 oon 
Dr. Robert $. Rvnoib, prioatöo}. an 
ta Uttto. nHen. Hr. 189. 

lUimiit. <Befc^i(^te 5. beutf(^en Romans 
oon Dr. ^eUmut^ Rtielte. Tbc, 229. 

oon Dr. (Eri^ Bemeler, Prof. an 5er 
Unioerf. Prag. Xbc 6& 

^ftif^t* fttthuäi mit 6IofYar oon 
Dr. Ctio Bemcfcr, Prof. an ber 
Unioerf. präg. tlr. 67. 

fiel}« ottc^: (BrantmatO. 

$iiifa#. ||<m«. HusgetDA^tt unb er» 
Idutcct mm Prof. Dr. Julius Sa^r. 
nr.24. 

$Sitgffi«rf • Das {Tierreich I : Sfiugc» 
tiere oon Oberftubienrat Prof. Dr. 
Kurt Compert, Dorfte^er bes KgL 
Itaturalienlobinetts in Stuttgart. 
Ritt 15 Abbttb. Rr. 282. 

^ütUnUfn^bfuhHittun o. Prof. 3- 
Oonberlimtinmönfter. Rlit 114 S\q. 

in ^tv mtvwM crfte (Einführung 
in bic tierifc^e S^maro^ertunbe 
o. Dr. 5ran3 o. IDagner, a. o. Prof. 
a. b. Unloeri. (bxa^, Rtit 67 Hb« 
bilb. RC151. 

oon Qans Antr^ein in QoHe o. S. 
Rr. 269. 

$4)itl|Wiuri#. Rtet^obil ber TDoVbß 
fd)ule oon Dr. R. Sei)fert, Seminar» 
Oberlehrer in Annaberg. Rr. 60. 

^«ifjettfiUrribfktiott« llie* ble Seifen« 
analqfe unb bie Kersenfabrifation 
oon Dr. Karl Braun in Berlin. (Bie 
Stttt unb Ole II.) m\t 26 Bbhfib. 
Rr. 886. 

^mplUitt* fUhnpVMfßnm* oon 
f}ans 3a!ob (EI)riftoffeI o. (Srimmels* 
tiaufen. 3n Husmaql l^erausgegeb. 
oon Prof. Dr. $. Bobertag, ffoaent 
an ber Unioerf. Breslau. Rr. isa 

^«iirlogie oon piof. Dr. ([^omas 
Ac^idts in Bremen. Rc lOL 



$l^ftifi«ln^iiiitiot»* (Certil«3nbuftrie 
II: IDebcrcL RHrierd, Pofamen« 
tiererei. Spieen« unb ioarbinen» 
fabrifation unb SÜSfabritation oon 
Prof. Ria; (bürtler, Direftor ber Kgl. 
t[ed)n. Sentralftelle für fttpHU^n^ 
buftrie3U Berlin. RIU 27 5ig. Rr. 186. 

^^pvtiäihtnkm&Uvt ^t^fdit^ mit 
6rammatil, Überfe^ung unb (Er* 
Ifiuterungen o. Dr. fjerm. 3antien, 
IHreftor ber Königin £uife*S(t}ule in 
Königsberg i. Pr. Rr. 79. 

^ptüAfVfifftnfAitifk^ 49ti^ittiittifii|f, 
0. Dr. Ri(^. Coeme in Berlin. Rr.2S8. 

— iti^00einttiinirili«tO.Dr.R.inerin» 
ger. Prof. a. b. Unio. (bicQ. IRit einer 
tiaf . Rr. 6a 

— fUmnanifdit, oon Dr. Hbolf Sauner, 
prioatbojent an ber Unioerf. R>ien. 
1: £autle(re u. IDortIe|)re I. Rr. 128. 

11 : IDortle^re II u. Sqnta;. Rr. 26a 

— $fiititifil|», oon Dr. <C. Brodel» 
mann, Prof. on ber Unioerf. Königs» 
berg. Rr. 291. 

$f«ai0U%v«, 3lll0etit«ii», oon Dr. 

I)ermann Re^m, Prof. an b. Unio. 
Strasburg i. (E. Rr. 358. 
^aaUkttdutt ^tultifAttk^ oon Dr. 
5ri% Stier»SomIo. Prof . an ber Uni» 
oerf. Bonn. 2 tLtXU. Xtx. 298 u. 299. 

ftttimtte^ltimbt. ^ttttfOtt^ oon 
Dr. RuboH Rluq, a. o. prof. an ber 
Unioerf. tbien. URt 2 Karten unb 
2 (Caf . Rr. 126. 

$tttfilt. I. tCeil: Die 6runble^ren ber 
Statt! ftarrer Körper o. R). ßauber, 
DipIom.»3ng. Rtit 82 5ig* ur. 17a 

— n. TCetl: Hngeioanbte Statit Rtit 
61 5i0. ttr. 179. 

^tntgtapkU naä^ bem Softem oon 
$, X. (Babelsberger oon Dr. Hlbert 
Schramm, Rtitglieb tts Kgl. Stenogr. 
3nftituts Bresben. Rr. 246. 

— Ce^rbu^ berRereinfa^ien Deutf^en 
Stenographie (€inig.»Softem Stolje* 
Sdirei}) nebft Sc^Ififfel, tefeftficfen u. 
einem Anfang o. Dr. Hmfel, 0ber» 
lebrer bes Kooettenbaufes Oronien» 
^n. Rt.8& 
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^ttt0^twdt oon Dr. <L tDe5efin^ 
Prof. an 6er Unioerl. ICfiMngen. 

nttt 34 Bbfm. xtt, m, 

^litrtcmtMt oon Dr. H. 6Iaf^r in 
Stuttgart. Httt 44 ^ig. Hr. 97. 

^Uhnnht oon Karl (Dtto fjartmann, 
(Betoerbetc^uloorftanö in Ca^C: HXti 
7 DolIMIÖern un5 195 l[e(t'3IIU' 
ftrationen. ttr. 80. 

oon Dr. ®nft. Hauter in C^ar« 
lottenburg. Ilr. 113. 

— iHcdmnirdt«« oon (Be^. Qofrat Prof, 
a. Cfioitfel Braunfc^meig. Hr. 840|41. 

Sjeerfarbfl^ffCt 9i«t mit bejonberer 
Berüdfic^tigung ber fpntqetif^en 
inetI)o5en oon Dr. Qans Bu(^erer, 

grof. an öer Kgl. (Ce^n. Qo(l^f(^uIc 
resben. Itr. 214. 
QlfUarittfIrief 3li« «lektrtfilte, oon 
Dr.€ub.Kemtab. Iltl95ig. tlr.172. 
^tfttitntnt. Die (Entjte^ung bes HIten 
TCeftaments oon Lic. Dr. ID. Staerl 
in 3«no. Itr. 272. 

— Die <Entftei)ung bes tteuen Zi\ta^ 
ments oon prof. Lic. Dr. (Carl Clemen 
in Bonn. ttr. 285. 

— fSLtuUftamtntiidit ^ettgcrdtiditt 
I : Der I)iftorif(^e unb fulturgefdiid^t» 
lic^e I)intergrunb bes Urd)riftentums 
oon etc. Dr. XD. Staerf, prioatbo}. 
in 3ena. trtit 3 Karten. Itr. 325. 

II: Die Heligion bes 3ubentums 

im Seitalter bes I)eUenismus unb 
berRömerI)err[d)aft mit einer pion» 
ffiße Itr. 326. 

V«vtn-fnb«yiHe II: IDeberei, IDir« 
!erei, pofamentiererei, Spieen« unb 
6arbinenfabrt!atton unb 5il3fobri» 
lation oon Prof. Uta; (Bürtler, Dir. 
ber Kdniglid)en tüe^n. Sentralftelle 
für tCe^I'3nbuftrie ju Berlin. Iltit 
27 5ig- Itr. 186. 

— III: IDäfÄerei, Blei^rei, SSrberei 
unb i^re Bilfsftoffe oon Dr. tDi«). 
ntaHot, Ceqrer an ber preug. I)öli. 
5ad)f<i)Ule für (Ce;tUinbuftrie in 
Krefelb. mit 28 5ig. Kr. 186. 

9^ttm0^tfnamik(VLtänniSi^ IDärme» 
le^re) o. K tDaItl)er u. Itt Hdttinaer, 
Di|»t«3ngenieuren. m. 545i0- Itr.2l2. 



S{«rW«l«0f» |ie])e: Biologie 6. tCiere. 

Sijrr0eoroitiMfJ|U oon Dr. Hmolb 
3acobi, Prof. ber Soologie an 
ber KgL 5orftaYabemit su tCbaronbi 
mit 2 Karten. Itr. 2181 

9>Utkunht o. Dr. $tan^ o. IDogner, 
Prof. an ber Unioerf. (Sraj. mit 
78 abbttb. Itr. 60. 

9,itvtt % 9«»« I: SAugetiere oon 
©bc- k' bienrat Drof. Dr. Kurt Com* 
pert, x;orftei^er bes Kgl. Itaturalien« 
fabinetts in Stuttgart mit 15 Hb« 
bttb. nr. 282. 

IV: 5if^e oon Prioatbount Dr. 

mac Raut^er in biegen. Itr. 356. 

Si«mtdttUhr*t Itllgemeine u. f pejiene, 
o.Dr. paui Rippert in Berlin. Ilr. 228. 

9riamt0n»tH«, i^btnt ttnb Tpfiü- 
ttfdjt^ oon Dr. (Ber^. C^effenbero, 
Prioatbo). an ber tCeAn. ßoAfAtue 
in Berlin, mit 70 510. nr.9i^. 

|lnterHil)t#iO)rrnt, 9«^ BfftnklUtft. 
^tnifAtUmS^* i. ^. Oc0emtmH 
oon Dr. Paul Std^ner, <Bi)mna{iaI« 
oberIeI)rer in Zmiaan. Itr. 130. 

— ^tfaiiä)U bt0 htuifditn^nttV' 
vi^^fUnvtftnit oon Prof. Dr. 5rieb« 
ri^ Seiler, DireÜor bes KgL (Born* 
nafiums ju Cutfau. L lEeit: Don 
Hnfang an bis 3um Cnbe bes 18. 
3al)r!}unberts. Ilr. 276. 

ll.deil: Dom Beginn b. 19. 3o^r^. 

bis auf bie (Segenoart. Itr. 276. 

^v^f^mU Iber pütnfailftit o. Dr. 
fttor» ßoemes, Prof, an ber Unio. 
IDien. Iltit 53 äbUlb. Itr. 42. 

i(vtoehenrfil|t, 9^«', an IDerfen ber 
Literatur unb ber ([onIunfi|. bas 
Derlagsred}t unb bas Url)eberred)t 
an IDerten ber bilbcnben Kfinfte unb 

§^otograpl)ie oon Staatsanioalt Dr. 
. S^fittgen in (Riemni^. Itr. 361. 

— üit!» beittfili«, an lüerarif^n, 
fiinftlerif(i|en u. gemerblid^cn Sc^op» 
fungen, mit befonb. Ber&dfic^tigung 
ber internationalen Dertrftgc oon 
Dr. 6uftao Rauter, potentanoialt in 
C^arlottenburg. Itr. 263. 

y«kt#ratt«tlif ft# o. Dr. Siegfr. Dalen« 

. tiner, prioatbojent für p&pf if an ber 

Unioerf.Berlin. mitllfig. Ilr.354. 
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